
熱・化学非平衡流の数値解法

�� はじめに
圧縮性ナビエ・ストークス方程式の数値解法の開発が一段落した今、次なる目標はこの方程

式の限界を越えた流れを数値解析するための手法を開発することである。
たとえば、圧縮性乱流、気液二相流、プラズマ流、そしてここに紹介する反応流などである。
反応流もその素反応からいくつかに分類できる。ここでは、吸熱反応であるところの大気圏突
入の際に発生する極超音速熱 �化学非平衡流を数値解析するための典型的な数値解法について
説明する。大気圏突入流れでは、温度が上昇するにつれて、酸素、窒素分子の振動が始まり、
酸素分子が酸素原子に解離し、窒素分子が窒素原子に解離し、さらに �����以上になるとそれ
ぞれの原子がイオンと電子に電離する �参 ��。以下には、分子の解離・電離・振動を考慮した典
型的な基礎方程式についてまず説明する。

�� 基礎方程式の変遷
極超音速熱 �化学非平衡流の解析に用いられた基礎方程式は、図 �のように複雑化してきた。

���方程式 ���は再突入流れ独特のものであり、境界層方程式に衝撃波層理論が組み込まれた
ものである。物体淀み線近傍の流れを比較的簡単に解析することができ現在でもその有効性が
認められ使用されている。ただし、逆流域は計算できない。一方ここでの基礎方程式は、オイ
ラ－方程式から、放物型ナビエ・ストークス方程式そして、薄層近似もしくは完全ナビエ・ス
トークス方程式へと拡張されてきたその延長線上に位置する。現在提案されている基礎方程式
で最も複雑なものでは、各化学種の連続の式、振動エネルギー方程式、電子エネルギー方程式、
そして輻射熱輸送方程式などが解かれている。特に、すべての分子の振動エネルギー方程式を
解く方法なども提案されている ���。最近の傾向としては、むしろ、ある条件下では分子ごとの
振動温度は同じで、かつ分子振動温度と電子温度は同じであると仮定した、いわゆる並進・回
転温度と分子振動・電子温度の二温度モデルを用いて単一の分子振動・電子エネルギー方程式
を解く方法がその簡単さから良く用いられており、本基礎方程式もこの仮定から導出されたも
のである �������。

図 � 基礎方程式の変遷
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記号の説明

��� � 化学種 �の単位質量当たりの分子振動エネルギー
��� � 変換のメトリックス
�� � 化学種 �の岐点エンタルピー
��� � 化学種 �の生成エンタルピー
��� � �

�
� � 順反応速度係数及び逆反応速度係数

�� � ボルツマン定数 	
 ������������

� � 静圧
�� � 電子の分圧
	� � 
方向の熱流束
	�� � 
方向の分子振動熱流束
�� � 
方向の質量平均速度成分
��� � 化学種 �の 
方向速度成分
��� � 化学種 �の 
方向拡散速度成分
� � 化学種 �の反応生成速度
�� � デカルト座標成分
�� � 
方向ヤコビ行列
��� � 化学種 �の定積比熱
���	� � 化学種 �の並進定積比熱
��	
�� � 化学種 �の回転定積比熱
������ � 化学種 �の振動定積比熱
�� � 化学種 �の拡散速度係数
� � 単位体積当たりの全内部エネルギー
�� � 単位体積当たりの分子振動エネルギー
�� � 
方向流束ベクトル
� � ヤコビアン
���
� � 化学種 �の平衡定数

�� � 保存形の左固有ベクトルからなる行列
�� � 化学種 �の分子量
� � 保存形から非保存形へ変換する行列
�� � 化学種 �の数密度
�� � アボガドロ数 	
 ����� �����������

� � 未知変数ベクトル
���� � � 化学種 �の並進�振動エネルギー交換速度
� � 気体定数 	
 ����������
�� � 質量平均の気体定数
� � 並進・回転温度
�� � 分子振動・電子励起温度
�� � 
方向の質量平均反変速度成分
�� � 化学種 �のモル分率
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� � 化学反応�の特性温度
��� � 化学種 �の分子振動特性温度
 � 化学種 �の並進・回転温度の熱伝導率
 �� � 化学種 �の分子振動温度の熱伝導率
!�� � 特性速度 	固有値�

" � 混合気体の粘性係数
"� � 化学種 �の粘性係数
#� � 一般曲線座標成分
$ � 混合気体の密度
$� � 化学種 �の密度
%�� � 化学種 �の衝突制限振動断面積
&�� � 化学種 �の衝突制限振動緩和時間
&�� � 化学種 �の振動緩和時間
&�� � 粘性応力テンソル�
� � 化学種 �についての総和 	電子は無視される場合がある。��
 � 分子�のみについての総和

�� 熱 �化学非平衡流の基礎方程式 ���

具体的に次の仮定のもとで、基礎方程式を導出する。

・流れは連続体である。
・輻射は無視できる。
・分子振動温度はすべての分子で同じで、かつ電子温度とも等しい。
・並進温度と回転温度は等しい。
・化学的非平衡。
・熱的非平衡。

� 化学種の質量保存則
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� 分子振動・電子エネルギー保存則
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これらの式を一つにまとめてテンソル表示すれば、次のようになる。ただし、２次元の場合に
限定する。
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これを、一般曲線座標系で記述された基礎方程式に変換すれば
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岐点内部エネルギー�と圧力 �は次式のように定義される。
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主な化学種 �の分子量と、生成エンタルピー ���を、表 �にまとめる。
並進・回転定積比熱 ���は、
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�� 熱・化学非平衡モデル
基礎方程式 	 �もしくは 	�� の中には、熱・化学非平衡性を考慮するための多くのモデルが

用いられている。

�!� 化学反応モデル �参 ����

大気圏突入の際に発生する支配的な素反応は、窒素分子と酸素分子との反応である。以下に
典型的な反応をその特徴ごとに示す。

� 解離反応 	分子・原子衝突による反応�

�� � . /0 �� � . 	���

1� � . /0 �1 � . 	���

�1 � . /0 � �1 � . 	���

ここで、.は衝突する化学種を意味し、たとえば �1の場合、以下の �つ反応からなる。

�1 �1� /0 � �1 �1� 	���

�1 ��� /0 � �1 ��� 	���

�1 ��1 /0 � �1 ��1 	���

 



�1 �1 /0 � �1 �1 	���

�1 �� /0 � �1 �� 	���

�1 ��1
 /0 � �1 ��1
 	���

	�1 � �� /0 � �1 � ��� 	� �

ただし、電子の衝突による反応は、他に比べて無視できるほど小さい。

� 交換反応

�� � 1 /0 �1 �� 	���

�1 �1 /0 1� �� 	���

� 電離反応

� �1 /0 �1
 � �� 	���

ただし、
�� � 窒素分子� 1� � 酸素分子 �1 � 一酸化窒素
�1
 � 一酸化窒素イオン � � 窒素原子� 1 � 酸素原子
�� � 電子

�!� 反応生成速度 �参 ��

前述の反応による化学種の生成・消滅は、化学種の質量保存則の生成項の中に化学反応モデ
ルとして組み込まれる。その場合の反応は、"##$%&'()の式に基づき計算される。
今、化学非平衡状態を次式で表す。
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たとえば、
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ところで、順方向ならびに逆方向の生成速度は
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したがって、化学種 �の生成速度は、
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ゆえに、式 	���の1の生成速度は

�� 
 ��� � ���


 	� � ������
�
��
��
��

�
� � � 	� � ������

�
��
��
��

�
� �


 �������
�� � ����

�
��� � 	� �

実際には、質量生成速度の形で、生成項の中に組み込まれることが多く、
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ここで、��� �� は酸素原子1と化学種 . の分子量。最終的に、すべての反応の酸素原子1

の生成速度の和として、�が与えられることになる。そして、上記式中の ��� ならびに ���はそ
れぞれ、化学種 �の順反応速度係数、逆反応速度係数であり、次式で定義される。
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���、4�、��は "##$%&'()定数で、反応ごとに値が違う �������	表 ��。 ��は反応の種類や順・逆反
応によって違う定義式を用いる ���。

� 解離反応

順反応 �� 
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逆反応 �� 
 � 	���

� 交換反応

順・逆反応 �� 
 � 	���

���
� は非平衡状態を与える平衡定数であり、温度の関数として定義される

�参 ��。たとえば、
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 �����+ ��。���	6 
 ��  �は経験定数である 	表 ��。

�!� 熱非平衡モデル
熱的非平衡を考慮するために、分子振動エネルギーの保存則が解かれる ���。熱非平衡性は特

に、再突入物体の前方に発生する強い離脱衝撃波後方で見られ、この部分では強い分子衝突に
より、並進 �回転エネルギーから分子振動エネルギーへのエネルギーの移動が起こる。このた
め、分子が振動励起を起こして熱非平衡状態となる。厳密には、各分子ごとの振動エネルギー
交換や分子・電子間のエネルギー交換なども起こり、これらも考慮しなければならないが、モ
デル化の困難さや計算効率の問題などから、現状では無視されている場合が多い。むしろ、各
分子ごとの分子振動温度は同じであると仮定して、全分子振動エネルギーとしての一つの保存
則が解かれている �������。この場合最も支配的な部分が、並進 �回転と分子振動とのエネルギー
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交換であり、特に振動励起状態から熱的平衡状態に移行する振動緩和時間のスケールが流れの
特性時間に比べて非常に長い場合があり、そのモデル化が重要である。

� 並進 �回転�分子振動エネルギー交換速度
この交換速度�����のモデルは、�-&.-(�/%��%#らによって最初に提案された �参 ��。
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����、���はそれぞれ、熱平衡状態での分子振動エネルギーと振動励起状態でのそのエネルギー
であり、調和振動子を仮定した場合は
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そして、振動緩和時間 &�	は、たとえば �-&.-(�/%��%#や0'��'�-&�1$'2%らにより提案されてい
る次式を用いる ����。 ���は表 �参照。
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さらに、このエネルギー交換速度は 3-#�によって適用範囲が広げられている �参 ��。
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ここで、添字 ���は衝撃波の直後の位置を意味する。また、
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ただし、�� 
 �+��。��は表 �参照。最終的に、分子振動・電子エネルギー保存則の生成項�
は、交換速度�����と保存性のみを考慮して次式から計算される。
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�!� 粘性応力ならびに熱流束 �������
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粘性応力テンソル、熱流束、分子振動熱流束は次のように表される。

&�� 
 "	
'��
'��

�
'��
'��

�� !
'��
'��

)��� 	 ! 
 ��

�
" � 	 ��

	� 
 � '�
'��

� 	�� 
 � � '��
'��

	 ��

ただし、粘性係数 "、並進・回転温度の熱伝導率  、分子振動・電子温度の熱伝導率  �は各々
の化学種の粘性係数 "�、並進・回転温度の熱伝導率  �、分子振動・電子温度の熱伝導率  ��で
表され

" 

�
�

��"�
:�

�  

�
�

�� �
:�

�  � 

�


� �
:

	 ��

�� 

$��

$��
� � 
 	

�
�

$�
$��

��� 	 ��

:� 

��

		���	��

��� �

�
"�
"	

	
�	

��
������

�
�	� �

��

�	
���� 	���

化学種 �の粘性係数には、4��22&%#����が提案した次式のような粘性モデルが用いられる。
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��、;�、��は化学種 �の経験定数 	表  �。 �、 ��はこれを用いて次式から求められる。
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�! 拡散速度 ���

化学種 �の流速を ���、質量平均の流速を ��とすると、化学種 �の拡散速度は ��� 
 ��� � ��
と表せる。たとえば、5'#)6$7%�.%#ら ����が分子動力学に基づいて導出した式を �%%���が簡略化
した式は次式で定義される。
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ここで、��は化学種 �の拡散速度係数で、�成分拡散係数 ��	 を用いて次式のように表される。
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ただし、%�	は �分子の近似した衝突距離で分子の特性直径 %� を用いて
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と表される。また、8������
�	 は衝突する分子の相対的なエネルギーの関数 � � � ���+<の多項式

で表される。ただし、<は衝突の特性エネルギーである。

�� 特性の理論の適用
特性の理論に基づき、流束ベクトルから、ヤコビ行列、非保存形への変換行列、非保存形の

左固有ベクトルからなる行列を計算する。
まずは、ヤコビ行列は次式のように求められる。
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ただし、>� 
 	�� ��+$。添字 �� -は各化学種に対応する。化学種の数が ?個だとすれば、実際
には 	?� ��� 	?� ��行列である。一見、複雑な形ではあるが、実は通常の圧縮性オイラー方
程式の場合とほとんど同じであると言ってよい。違う点は、方程式の数が化学種と分子振動・
電子エネルギーの分だけ多くなったことと、以下の変数くらいである。
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ちなみに、圧縮性オイラー方程式では、
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ヤコビ行列 ��は保存形の左固有ベクトルの行列と特性速度 	固有値�の対角行列により次式
のように定義される。
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9�� 、�はそれぞれ非保存形の左固有ベクトルからなる行列ならびに非保存形への変換行列で
あり、
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また、特性速度 	固有値�を対角成分とする行列:�は、
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ただし、
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特性速度は、圧縮性オイラー方程式と全く同じである。
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表 � 分子量と生成エンタルピー
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表 � 順反応速度係数に関する各定数
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表 � 平衡定数を決定するための各定数
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表 � 振動緩和時間に関する各定数
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表  粘性係数のモデル定数
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