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前処理法に基づく相変化を伴う気・液・固体の数値解法 

 

１．はじめに 

気・液・固体を統一的に解こうとする方法はすでにいくつか提案されており、たいへん興味深い計算

結果がいくつも示されている１。ただし、これらのほとんどは、いわゆる異相界面の挙動（自由界面挙動

など）をうまく捉えることが主目的となっている。しかしながら、実際の物理挙動は界面のみならず、

各相内個々に存在し、たとえば固体内においては、応力・ひずみや熱伝導などが起こる。さらには各相

で相変化を伴う場合もある。流体・構造連成問題はこれまでにそれぞれの挙動を独立にそれぞれの支配

方程式に基づき解かれてきた。一方、相変化問題の解法はそれ自体まだまだ発展途上にある。仮にこれ

らすべての挙動、すなわち相変化を伴う気・液・固体問題が、同一の支配方程式で解くことができる統

一的な解法を構築することができれば工学的な実用性が飛躍的に高まる。本資料では、筆者らがこれま

でに行ってきた前処理法（Preconditioning method）2-4 に基づく相変化を伴う気・液・固体の数値解法

構築への取り組みについて簡単にまとめた。また本数値解法に、一般状態方程式である Peng-Robinson

状態方程式 5を組み込むことにより、超臨界流体を解析するための新たな試みについても紹介する。 

前処理法に関連して、非圧縮性粘性流れは食い違い格子を用いる MAC法 5から派生してきた数値解法で

非圧縮性ナビエ・ストークス方程式ならびにそれらより導出された圧力のポアソン方程式を解いて解析

するのが一般的である。これとは別に，圧縮性ナビエ・ストークス方程式の質量保存則に，擬似密度の

時間微分を付加して非圧縮性粘性流れを解くいわゆる擬似圧縮性法も提案されている 6．いずれにも共通

していることは，密度の時間・空間変化が無視できる流れを解析するための手法であるという点である．

ところが，たとえば自然対流をともなう熱対流問題などは，極めて遅い流れにもかかわらず，温度変化

に伴う密度変化が生じる．このような流れは，上記いずれの手法においても正確な解析が困難である． 

Turkel2や Merkle3らのグループは，擬似圧縮性法に擬似音速を導入することで極めて遅い流れが解析で

きる前処理法(Preconditioning method)を提案した．これは，極めて遅い流れ（一様流マッハ数 0.01 以

下）の計算の際に音速を速度と同じオーダーに強制的に変換する方法である．すなわち，音波の伝播を

示す特性速度をすべて対流速度に置き換えていることになる．このとき同時に，基礎方程式は非圧縮性

流れ特有の方程式系に変換される．Weiss らは，この前処理法を非定常流れや自然対流問題に応用してい

る 4 。我々は、Weiss らの方法にほぼ忠実に、これまで開発してきた遷音速凝縮流れの数値解法 7,8を前

処理型の解法に拡張した。その際、前処理型流束分離式 9を新たに導出することで、すでに圧縮性流れの

解法に使用している流束分離スキーム 10 を最小限の改良により前処理型スキームへ拡張することに成功

した。これは、本来そのアルゴリズムの煩雑さから、前処理法の計算コードを新たに開発するのには多

大な労力を要するのに対し、我々はこの前処理型流束分離式を用いることにより、比較的簡単に短時間

で前処理型の新たな計算コードを開発することができたということを意味している。 

以下には、まず前処理型流束分離式導出の過程を簡単に説明する。次に前処理型流束分離スキームの

固体熱伝導問題への応用例を示し、最後にPeng-Robinson状態方程式の組み込み方法について紹介する。 

主な記号 

  q  =  未知変数 

Cp  =  定圧比熱 

  Q  =  未知変数ベクトル 

Ei  =  流束ベクトル(i = 1,2) 

Fi  =  一般曲線座標系の流束ベクトル(i = 1,2) 

ｈ  =  全内部エンタルピー（＝ ( ) ρpe+ ）     
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J  =  変換のためのヤコビアン 

S  =  拡散ベクトル 

Ui   =  反変速度成分(i = 1,2) 

t  =  時間 

xi   =  デカルト座標系(i = 1,2) 

ξi   =  一般曲線座標系(i = 1,2) 

Re =  レイノルズ数 

Γ =  前処理行列 

ρ =  密度 

μ =  分子粘性  

θ =  前処理パラメータ 

ui  =  物理速度(i = 1,2) 

e  =  全内部エネルギー 

p  =  静圧 

T  =  静温 

δij  =  クロネッカデルタ 

τij  =  粘性応力テンソル(i,j=1,2) 

κ  =  熱伝導係数 

  

2.  基礎方程式 

 まず、本研究の基になる二次元圧縮性ナビエ・ストークス方程式は、デカルト座標系で次式のように

なる。 
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さらに、式(1) を一般曲線座標系に変換すれば、 

( )  01
=+

∂
∂

+
∂
∂

=+ S
Re

F
t
QQLQ

i

i
t ξ        (3) 

ただし、 

( ) ( ) ( )       ,      ,     2121 ξξξ ∂∂=∂∂==  xxJExJFJqQ jjii      (4) 

粘性応力テンソルτij  は層流を仮定して、 
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次に、式(3)に Weiss らの前処理法 4を適用すれば、  
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ここで、 Γ  は前処理行列であり次式で定義される。 
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また、θは前処理パラメータであり、  

pTr CU ρρθ −= 21          (8) 

Tρ  は、温度による密度の偏導関数で、 TT ∂∂= ρρ . 理想気体の場合には、 T/T ρρ −= .  rU は切

替パラメータ。仮に、 rU が音速に等しければ、 θ は
2cγ になり、式(6)は、式(3)に帰着する。Q̂ は

初期変数からなる未知変数ベクトルで、 
T

   T  up   uQ̂ ][    21= 。 

 

3.  前処理型流束分離式 

 Eq.(6)の流束ベクトルを特性の理論に基づき流束分離する。 

区分的領域lならびに 1+l の境界面において、 iF の数値流束を ( ) 21/iF +l と定義すれば、 ( ) 21/iF +l は

境界面左の区分的領域lと、境界面右の区分的領域 1+l から伝播して来る特性に基づく数値流束 ±
iF の

和として次式のように表される。 
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±
iÂ  は前処理された ±

iF のヤコビ行列。
LQ̂ and 

RQ̂ は、左右の区分的境域において MUSCL 補間された未

知変数ベクトル。我々は、 ( ) M
//i Q̂Â 2121 ++

±
ll  を前処理型流束分離式として次式を導出した。 
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上添え字 M は、L もしくは Rに置き換えられる。 iiiig ξξ ∇⋅∇= . iL  ならびに iΛ  は、前処理され

た左固有ベクトルと固有値(特性速度)からなる行列。
±
iaλ̂  と  ±

ibλ̂ は次式で定義される。 

( )  2 43
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( ) ( )  143
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ˆˆˆˆ λλλλ llll        (12) 



 4

ここで、
±
ijλ̂ (j=1,3,4) ならびに 

±
il は、 

( )   2 ijijij
ˆˆˆ λλλ ±=±

          (13) 

( )( )iiiiri gĉ/UU ±−=± 21 2 αρl        (14) 

ijλ̂ ( j=1,3,4) は前処理された固有値（特性速度）であり、 

  1 ii Uˆ =λ           (15) 

( )    213 iiiii gĉ/Uˆ ++= αλ         (16) 

( )  214 iiiii gĉ/U −+= αλ          (17) 

ここで、 iĉ は擬似音速（もしくは数値音速とも呼ばれている）で、 

( )  241 222
riiii UgUĉ +−= α         (18) 

ただし、 ( )pTpr CU ρρρα += 2 。 pρ は、圧力による密度の偏導関数で、 pp ∂∂= ρρ .  理想気体の場合は、

( )RT/p 1=ρ 。R はガス定数。 もし、Ur  が音速に等しければα は１になり、擬似音速である式(18)も

音速に等しくなる。 iaQ̂ と ibQ̂ は導出されたサブベクトルで、 
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反変速度。 icQ と dQ  は、 
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4. 前処理型流束差分離式 

前処理型流束分離式は、流束差分離スキームに適用することができる。たとえば、Roeスキーム 11に

基づく数値流束は次式のように表される。 
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左辺第二項は、式(10)から次式により計算することができる。 
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5. 前処理型 LU-SGS スキーム 

我々が導出した前処理型流束分離式は、陰解法にも有用である。いま、LU-SGS スキームに前処理法を

適用すれば、 

( )  ** ˆtGˆD QRHSQ ∆∆∆Γ ++=         (25) 

( ) 11 QDQQ ˆtGˆˆ * ∆∆Γ∆∆ −−−−=         (26) 

ここで、RHS は陽的オイラー前進法による解を与える。 t∆  は時間間隔。D は前処理された特性速度の

スペクトル半径で近似された LU-SGS スキームの対角化項。
+G  and 

−G  は、前処理された特性速度の

符号に基づき計算される非対角化項からなるベクトルで、 

( ) ( ) ( )  1211 −
+++ += i,j

*
,ji-

** Q̂∆Â    Q̂∆Â   Q̂∆G       (27) 

( ) ( ) ( ) 1211 +
−

+
−− += i,j,ji Q̂∆Â    Q̂∆Â   Q̂∆G       (28)  

添え字 j,i は非対角化項が位置する格子点。この非対角化項の計算に、式(10)を用いることができる。す

なわち、式(10)における
MQ̂ を Q̂∆ に置き換えさえすればよい。 

 

6. 固体の熱伝導問題 

固体の熱伝導問題は、２階放物型偏微分方程式である熱伝導方程式で支配される。二次元の場合次式

のようになる。 
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ただし、T は温度。κ は熱伝導係数。前処理法では極めて遅い流れの場合に支配方程式が非圧縮性ナビ
エ・ストークス方程式に変換される。正確には、擬似密度の時間微分項を持った質量保存則、各座標方

向の運動量保存則、そして温度を未知変数に持ったエネルギー方程式である。いま、流れ場が静的、す

なわち流れの速度が至るところでゼロであるとすれば、速度が掛けられている項はすべてゼロになる。

結果的に、質量保存則の擬似密度の時間微分項、運動量保存則の圧力項、そしてエネルギー方程式の温

度微分項と温度拡散項が残る。圧力はそもそも極めて遅い流れの場合にはほとんど一定であるため、結

果的に、エネルギー方程式内に存在する式(29)のみが残される。したがって、速度成分を強制的にゼロ

におくことにより、前処理法を用いて固体の熱伝導問題も解けるはずである。 

 簡単な検証例として、矩形の一様な固体領域における熱伝導問題を、本解法ならびに Crank-Nicolson

法とＳＯＲ法を用いた放物型解法で計算して解を比較する。境界条件として、一辺を 373[K]で加熱し、
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それ以外の辺の温度は 273[K]で固定した。図１(a)(b)にそれぞれ計算された温度分布を示す。結果的に

これらの解は完全に一致した。 

７．凝縮を伴う熱対流と固体熱伝導の連成問題 

簡単な連成問題として、湿度のある空気中に置かれた円管周りの熱対流凝縮問題を円管の固体部分の

熱伝導を考慮して数値解析する。支配方程式は、式(1)に加えて水蒸気、液滴の保存式 7が同時に解かれ

る。図２にその模式図ならびに境界条件を示す。円管内に 253[K]の冷却液体で流れている場合を想定す

る。空気は温度 293[K]で相対湿度はゼロならびに 70[%]｡ レイリー数は Ra=3.1x105｡ 空気中には半径

0.1µm の一様な微小浮遊粒子が 1.0×1012個/m3すでに存在していると仮定し、不均一核生成に基づく凝縮

に支配される。発生する凝縮は十分微小であるとして、円管表面張力による液膜は発生しない。円管固

体部分の熱伝導係数は、空気の 10倍と設定する。 

図３(a) (b)に乾燥空気ならびに湿り空気の場合の計算された温度分布を示す。円管内の冷却液体の影

響で空気は冷やされて密度変化に伴う重力効果により円管下方に温度プルームを形成している。同時に

円管固体部分にも温度分布が得られているのが示されている。円管周りの温度境界層の厚さは両者でほ

とんど違いは見られないが、温度勾配に顕著な違いが現れている。これは、湿り空気の場合に、円管周

りにおいて水蒸気の凝縮が起こり、それに伴い放出された潜熱により円管表面近傍における空気の温度

が相対的に高くなっているのが原因である。図４に湿り空気の場合の計算された液滴の質量分率分布を

示す。凝縮境界層は温度境界層よりも薄く、その値も 10-3 のオーダーでありごく微量の液滴が発生して

いる。それにもかかわらず温度分布に影響を与えている点は興味深い。  

８．一般状態方程式の導入と音速の定式化 

 相変化を伴う気・液・固体問題においては、各相間での物質移動に伴う極端な密度変化が生じるため、

基本的に密度変化が考慮できる支配方程式を解く必要がある。あいにく相変化現象自体の多くが未知の

ものであるが、非平衡性を伴わない気液の相変化については一般状態方程式を導入することで解ける場

合がある。ここで言う一般状態方程式とは、いわゆる理想気体の状態方程式である RTp ρ= に代わる状

態方程式を意味する。一般状態方程式は大きく分けて、ビリアル展開型と三次方程式型があるが、簡易

性と実用性から、後者の状態方程式を導入することを考える。これの代表的なものとしては、 

・van der Waals 状態方程式(WA) 

RTbap ρρρ =−+ )1)(( 2          (30) 

・Redlich-Kwong 状態方程式(RK) 
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・Peng-Robinson 状態方程式(PR) 
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などが挙げられる。これら一般状態方程式は、分子間力や分子の大きさが考慮されている。パラメータ a

が掛かった項は分子間力による圧力減少を、またパラメータ b は分子の大きさを考慮した排除体積であ

る。これらパラメータは、気・液・固体の実測値などに基づき経験的に決定されているため、式(30)-(32)

はこれら三相を区別することなく超臨界領域も含む三相間の状態変化を、その精度はともかく１つの方

程式で記述することができる。ここでは特に臨界点近傍の超臨界水を解析することを目的に、上式の各

パラメータを次のように設定した。 
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ただし、Tc は臨界温度、pcは臨界圧力で、水の場合には、 250647.Tc = [K]、 0929922.pc = [MPa]であ

ることから、 

0010520    ,51847    ,87860 .b.a.m c ===  

が算出される。いま、 
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2

PRbba
RKba
WAa

ρρρ

ρρ

ρ

α         (34) 

のように置けば、 

( )( ) RTbp ρρα =−+ 1          (35) 

高温・高圧の超臨界領域においては、密度ならびにエンタルピーは温度のみならず圧力に依存している。

すなわち、 ( )T,pρρ = 、 ( )T,phh = 。したがって、それらの全微分は次式のように定義されなければな

らない。 

dThdphdhdTdpd TpTp +=+=     ,ρρρ        (36) 

一方、等エントロピ仮定より、 0=−=
ρ
dpdhTds であり、

ρ
dpdh = となる。これを式(36)に代入すれば、 
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dThdphdp
Tp +=

ρ
 もしくは、 dp

h
h

dT
T

p

ρ
ρ−

=
1

      (37) 

さらに代入して結局、 

( )
dp

h
hh

dp
h

h
dpd

T

pTTp

T

p
Tp ρ

ρρρρ
ρ
ρ

ρρρ
−+

=
−

+=
11

     (38) 

これより、 

( ) TppT

T

hh
h

d
dp

ρρρρ
ρ

ρ +−
=

1
        (39) 

となるから、一般状態方程式から導出される音速は式(39)を用いて、
ρd

dpc = と計算される。 

 WA、RK ならびに PRから求められた音速式を用いて超臨界水の音速を計算し実測値と比較した。 

図５(a)(b)(c)にそれぞれの計算結果を示す。臨界点近傍において超臨界水は極めて特異な物性を示すこ

とが知られており音速は極小値になる。計算結果もその極小値を再現しており、WA、RKならびに PRと状

態方程式を拡張するにしたがってより実測値に近づく傾向が示されている。しかしながら、臨界点より

亜臨界の領域における音速は実測値からかなりずれでおり、これら一般状態方程式の限界を示している。

したがって、この中でも最も実測値に近い解を示した、Peng-Robinson の一般状態方程式を臨界点近傍か

ら超臨界流域における超臨界水の相変化に今後適用することを計画している。 

 ところで、これまでに構築された前処理法に基づく数値解法へ具体的に上式を適用する際には、前処

理行列ならびに前処理パラメータを次式のように置き換えさえすればよい。 

( ) ⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−

=Γ

TTp

T

T

T

hhuuhh
uu
uu

ρρρρρθ
ρρθ
ρρθ
ρθ

21

22

11

1
0

0
00

      (40) 

)
)1(1( 2

T

pT

r h
h

U ρ
ρρ

θ
−

−= ,   )
)1(

(2

T

pT
prpre h

h
U

ρ
ρρ

ρα
−

+=      (41) 

前処理法は圧力と温度が未知変数になっているので、一般状態方程式を組み込む上でもたいへん都合の

いい形をしている。ちなみに、 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )⎥

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+−+
−

−+
−

−+

−+−
−
−

−+
−

−+−+−+
−−

=Γ−

pTTpTTpTTpTT

p

pTT

T

pTT

T

pTT

T

pTT

TT

hhhh
u

hh
u

hh
hh

u
u

hhhh
u

hh
u

hh
hh

ρρθρ
θ

ρρθρ
θ

ρρθρ
θ

ρρθρ
φθρ

ρρ
ρρ

ρρθρ
ρ

ρρθρ
ρ

ρρθρ
ρ

ρρθρ
φρρ

1111
21

010
001

1111
2

21

2

1

21
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(a) Present Equations                       (b) Equation of Heat Conduction 

Fig.1 Calculated temperature contours 



 10

Gravity

Humid Air

Pipe

Cold
Liquid

70% relative humidity
Ra=3.1E5
Tair=293K

Tliquid=253K

Heat conductivity
K=10κ

 

Fig.2 Schematic of problem 

  

(a) Dry air                                           (b) Humid air 

Fig.3  Calculated temperature contours 

 

Fig.4  Calculated condensate mass fraction contours 
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(a) van der Waals equation of state 
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(b) Redlich-Kwong equation of state
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(c) Peng-Robinson equation of state 

Fig.5 Calculated speed of sound in supercritical water 


