
����夏のターボセミナー �松島� ������������	 講義資料

圧縮性流れのＣＦＤから計算数理科学へ
東北大学大学院情報科学研究科 山本 悟


� はじめに
圧縮性流れの CFD�数値流体力学、Computational Fluid Dynamics	と言えば、一般的に解かれてい
る支配方程式は、圧縮性ナビエ・ストークス方程式 �Compressible Navier�Stokes equations� 以下NS方
程式と呼ぶ）である。この NS方程式を計算スキーム �Scheme	で解くことにより、その流れ場を把握す
ることができる。より正確に言えば、NS方程式は、非線形の方程式系 �system of nonlinear equations	

であり、質量保存則、運動量保存則、そしてエネルギー保存則から成り立っている連立方程式であり、
これらの方程式を連立して解くことにより、解を得ることができる。圧縮性流れの CFDを理解する上
で欠かせない知識は、
	 NS方程式が、圧縮性粘性流れを支配する非線形方程式系であり、NS方程式
から粘性項・熱流束項を取り除いた方程式が圧縮性オイラー方程式 �Compressible Euler equations	で
あること、そして、�	 １次元の圧縮性オイラー方程式が、双曲型の非線形偏微分方程式系 �A system of

hyperbolic nonlinear partial di�erential equations	であるという点である。圧縮性流れの計算スキーム
は、そのほとんどが、�	の数学的背景に根ざしている。また、�	でのみ証明される数学的手法が、ほぼ
そのまま、
	の NS方程式、特に多次元 NS方程式に対して同様に用いられている。したがって、圧縮
性流れの CFDを理解する上で、双曲型偏微分方程式系の数学的な理解はたいへん参考になる。逆にこ
れを理解していないと圧縮性流れの CFDで提案されている数多くの計算スキームを理解するのは難し
いかもしれない。
本講義では、まず１次元圧縮性オイラー方程式について、その双曲型方程式の性質を見出すための基
本的な考え方について説明する。次に、圧縮性流れの計算スキームの基礎ならびに、それら計算スキー
ムの圧縮性 NS方程式への展開について説明する。最後に、複雑系流れを計算するための基礎方程式と
その計算スキーム、ならびに前処理型の基礎方程式や非理想気体状態方程式の導入方法についても触れ
る。

�� １次元圧縮性オイラー方程式
そもそも偏微分方程式には、楕円型 �Elliptic	、放物型 �Parabolic	、そして双曲型 �Hyperbolic	の３
種類の型があり、たとえばそれぞれ代表的な方程式に、ラプラス方程式 �Laplace equation	、熱伝導方
程式 �Equation of heat conduction	、波動方程式 �Wave equation	があげられる。数学的には、それぞ
れを支配する特性方程式 �Characteristic equation	の根 �root	が、異なる複素根、重根、異なる実根に
なる。そして、型ごとに数学的性質に合わせて、固有の計算スキームが提案されている。ここでは、１
次元圧縮性オイラー方程式が、いかに双曲型の性質、すなわち、波動方程式の性質を有しているかを示
すため、特性の理論 �Theory of Characteristics	に基づき、この方程式を分解してみる。
いま、１次元圧縮性オイラー方程式を保存形で表すと次式のようになる。
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ただし、Qは未知変数ベクトル、F は流束ベクトルであり、�、u、e、pはそれぞれ、密度、速度、単位
体積当たりの全内部エネルギー、そして静圧を表す。式 �
	は、
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のようにも書き表すことができる。ここで、Aはヤコビ行列で、 A 
 �F��Qで定義され、これを計
算すれば、
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ただし、�は比熱比で、�� 
 � � 
。Aを計算する際に注意しなければならないことは、未知変数 �uを、
あくまで１つの変数として取り扱わなければならないという点である。Qのみならず、F 内の �uを何
か別の記号、たとえば mなどに置き換えて計算するとよい。
興味深いのは、このヤコビ行列Aを用いて、AQを計算すると、
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となり、結局、
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が成り立つことになる。このように、F と Aの間で成り立つ関係を、オイラーの同次関係 �Euler�s ho�

mogeneity relation	という。この関係、すなわち、ヤコビ行列Aが偏微分演算子に影響を受けないとい
う性質は、以下の理論の展開においてもきわめて重要である。
一方、式 �
	、もしくは式 ��	 は次式のように非保存形に変換することができる。
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ただし、 �Qは非保存形の未知変数ベクトル。 �Aは非保存形のヤコビ行列で、
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cは音速。式 ��	は非保存形への変換行列N 
 � �Q��Q を式 ��	の両辺に左側から演算することにより
導出することができる。 �Aは非保存形のヤコビ行列であり、 �A 
 NAN��の関係が成り立つ。特性の
理論は非保存形の式 ��	に対して適用され、特性方程式が次式のように得られる。
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ここで、式 ��	の根 �k�k 
 
� �� �	は �Aの固有値 �特性速度	であり、計算により、�� 
 u� �� 
 u� c�

�� 
 u� cが得られる。これら �つの固有値は異なる実数であることから式 ��	は全双曲型である。そ
れぞれの固有値は、解曲面上における 
パラメータ族の特性曲線 �の傾斜	dx�dtに等しく、物理的には
波の位相速度 �特性速度	を表しており、��は流跡線、��� ��は圧力波 �音波	に対応する。式 ��	を構成
している行列 �A� �Iは、�個の行ベクトルまたは列ベクトルからなり、これらすべてに直交するベクト
ル �kが存在する。すなわち、
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このベクトルは、 �Aの固有値 �kに対する左固有ベクトルであり、�kからなる行列を �L、固有値からなる
対角行列を �とすれば、次式のように導出される。
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結局、 �A 
 �L����Lが成り立つ。なお、 �A 
 NAN��であったから、結局、A 
 N�� �L����LN。
いま、式 ��	の両辺の左側から �Lを演算し、特性変数 �W 
 �L� �Qを用いて変形すれば次式が得ら

れる。
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�は特性曲線 dx�dtからなる対角行列であるから、式 �
�	は結局、各特性曲線上で成り立つ常微分方程
式系 dW 
 �に等しい。各常微分方程式の未知変数は、熱力学の法則や等エントロピーの仮定を用いて
特性変数を各特性曲線上で積分することにより導出され、最終的に次のような常微分方程式系が導出さ
れる。
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ここで、sはエントロピー。また、r� 
 u � �c���はリーマン変数もしくはリーマン不変量 �Riemann

invariants	と呼ばれる。これらを物理的に解釈すれば、流跡線に沿ってエントロピー、圧力波に沿って
リーマン変数がそれぞれ保存されるということになる。すなわち、
次元圧縮性オイラー方程式は、特
性の理論により各特性曲線上で成り立つ、エントロピーとリーマン不変量の独立した３つの常微分方
程式に変換されることになる。現在一般的に使われている圧縮性流れの衝撃波捕獲法 �Shock capturing

method	はまさにこの考え方を基本としている。厳密には、ここで紹介したものはあくまで �独立変数
の場合の特性の理論であり、多次元問題には厳密には適用できない。しかしながら、実際には �独立変
数の特性の理論が、多次元問題、特に多次元の NS方程式にも適用されている事実も知っておく必要が
ある。

�� 流束分離 �Flux Splitting	

先に紹介した、エントロピーならびにリーマン変数からなる常微分方程式系は、非保存形でかつ等エ
ントロピー流れが仮定されているため、実際にはこれを直接解いて圧縮性流れを計算する事例はほとん
どない。これまでに提案された計算スキームのほとんどは、むしろ保存形の１次元圧縮性オイラー方程
式に対して、特性の理論に基づきながら構築されている。その中でも、流束分離 �Flux splitting	の考え
方はその根底をなすものであり、圧縮性流れの CFDを理解する上で、これまたその理解は欠かせない。
その中でも、流束ベクトル分離法 �Flux�vector splitting method	の構成式は、特性の理論にほぼ忠実に
導出することができる。
まず、式 �
	は、空間方向に保存形で次のように離散化される。
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Fj����は数値流束であり、特性の理論に基づいた計算スキームにより計算される。
Steger�Warmingの流束ベクトル分離法 ���では、流束ベクトル F を固有値の符号にしたがって次のよ
うに分離する。
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��は固有値の対角行列をその符号によって分離したもので、
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ただし、��k 
 ��k � j�kj	��。式 �
�	の流束ベクトル F�は、最終的に次のようなサブベクトルの和と
して導出される。
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ただし、h 
 �e� p	��。この流束ベクトル F�を構成する固有値の符号にしたがって数値流束 Fj����は
上流化される。たとえば、すべての固有値が正の値、すなわち超音速の場合に 
次精度で、

Fj���� 
 F�
j 
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のように計算され、結局上流の点 jの流束ベクトル Fjが数値流束の値として与えられることになり、す
べての方程式に対して完全に上流化され、特性の理論に忠実に計算することができる。
しかしながら、この方法はマッハ数M 
 �
� �� 
で数値流束の勾配が不連続になる点が指摘されてお
り、遷音速領域にはそのまま適用することができない。van Leerはこれを克服するために、流束ベクト
ル Fがなめらかに変化する分離流束 F�を提案した ���。ただし、この方法も、あくまで亜音速領域が適
用範囲で、超音速領域には、Steger�Warmingの方法を用いる。いずれの方法も、粘性流れに適用した場
合に境界層内で過度の数値粘性が生じることも指摘されている。これは一見これら方法の欠点のように
も思えるが、よくよく考えてみると、特性の理論は１次元圧縮性オイラー方程式に対してのみ厳密であ
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り、NS方程式はそもそも適用範囲外である。ユーザーはむしろ計算スキームが持っているこのような限
界をよく知った上でこれらの方法を利用することが要求される。

�� 流束差分離法 �Flux Di�erence Splitting	

Steger�Warmingや van Leerの方法が、流束そのものを固有値の符号に応じて分離し上流化したのに
対し、流束差分離法では、流束の差分が分離され上流化される。Roeが提案した流束差分離法 ���では固
有値の符号に応じて分離されたヤコビ行列A�により流束差を次のように定義している。
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これを、式 �
	の空間方向の離散化に適用すれば 
次精度上流差分の形で次のようになる。
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ただし、�Qj���� 
 Qj�� �Qj。特性の理論から、左右に伝播する波を表している A��Qは次のよう
に変形される。
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ここで、L 
 �LNは保存形の左固有ベクトルの行列。�W 
 ��w���w���w�	は特性変数のベクトル。
rkは右固有ベクトルの成分を表す。Roeの方法では、A�が QjとQj��のみの関数と定義され、式 �
�	

の保存性ならびに非線形性を満足するために次のような特殊な平均操作 �Roe平均	を施している。
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これらを用いて、固有値ならびに右固有ベクトルは次のように計算される。

��� 
 �u� ��� 
 �u� �c� ��� 
 �u� �c

�r� 


�
�� 


�u

�u���

�
�� � �r� 
 ��

��c

�
�� 


�u� �c
�h� �c�u

�
�� � �r� 
 � ��

��c

�
�� 


�u� �c
�h� �c�u

�
�� ���	

また、特性変数は、
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ただし、���	j���� 
 ��	j�� � ��	j。Roeの方法では、最終的に空間方向が次式のように離散化される。
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Steger�Warmingや van Leerの流束分離法が粘性流れに適用された場合に境界層内で過度の数値粘性
が生じることを説明したが、Roeの流束差分離法では、この問題は生じない。しかしながら、この方法
では極超音速流れの離脱衝撃波をうまく計算できないという別の問題が指摘されている。Liouら ���は、
これら欠点を克服するために対流と圧力の項を分離して考える AUSM�Advection Upstream Aplitting

Method	を提案した。AUSMは式が簡単でかつ頑丈 �robust	なので特に極超音速粘性流れの計算に適
している。ところが、この方法についても問題点がいくつか指摘されており、改良版が提案されている。
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また、超音速領域では、やはり Steger�Warming法が用いられる。このように、完璧な計算スキームな
どはなく、それぞれ得意不得意や適用範囲があることから、その事実を知っておくことも重要である。

�� リーマン問題 �Riemann Problem	

リーマン問題は局所的な 
次元衝撃波管問題である。流れ場を局所的なセル �xj����� xj�����に分割し、
各セルに初期値 �Q�xj � t

n	を与えた場合の、 �Q�xj� t
n��	を求める。ただし、 �Qは一般式で次のように定

義される。
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セル境界 xj����の左右では、一般的に異なる値 �QL� �QRになる。� �Q 
 �QR� �QLは解の跳びであり、こ
の境界からエントロピー波と �つの圧力波が発生するとして固有値の符号に応じた上流化が施される。
Godunovスキーム ���は �Qjを区分的定数値関数とした。この方法は 
次精度ではあるが特性の理論に
忠実に計算するため厳密リーマン解を得る。PPM�Piecewise Parabolic Method	�	�は、 �Qjを多項式近
似して Godunovスキームを高次精度に拡張した方法である。しかしながら、これらの解法は計算アル
ゴリズムがかなり複雑である。Osherスキーム �
�や前述の Roeの流束差分離法は、特性の理論を近似
的に取り扱うため近似リーマン解法と呼ばれる。この場合に数値流束 Fj����は、 �QL� �QRの関数として
計算され、たとえば Roeの近似リーマン解法では、一般的に式 ���	の代わりに対称性を考慮した次式を
用いる。
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�Qは式 ��	と同じく、初期変数ベクトル ��� u� p	。一方、流束分離法にリーマン解法を適用すると、
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となる。

�� MUSCL補間
衝撃波を正確に捕獲するためには、数値流束 Fj���� を高次精度でかつ安定に計算する必要がある。

MUSCL �Monotone Upstream�centered Schemes for Conservation Laws	���は、定数値であった Go�

dunovスキームの区分的関数を 
次関数に拡張し、数値流束を構成する初期変数 ��� u� p	を高次精度で
補間する方法である。式 ���	の �QL� �QRは、次式により計算される。
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ここで、� 
 �
で �次精度上流差分、� 
 
��で �次精度重み付き上流差分となる。また、AUSMの
初期変数もMUSCLにより高次補間される。筆者らは、区分的関数に高次関数を用いた �次 �最大５次	

精度MUSCLを提案している ���。
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�� TVD条件と制限関数
von Naumannの安定性理論は線形のスカラー方程式の安定条件であるのに対し、TVD �Total Variation

Diminishing	条件は非線形のスカラー方程式に対する安定性理論のひとつである。TVD条件を満足す
る計算スキームのことを TVDスキームという。Harten��
�は、１次元スカラー保存則の TVD条件を導
出し、それを満足する TVDスキームを提案した。
いま、次の 
次元スカラー保存則を考える。
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uは未知変数で、f 
 f�t� x� u	は非線形の関数である。TVすなわち全変化量は、次のように定義さ
れる。
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これより TVD条件は次のように定義される。

TV �un��	 � TV �un	 ���	

この不等式が成り立つ場合に TV安定もしくは TVD条件が満足されたことになる。これは TV安定の
もとでは、初期値問題の計算の過程で最大値の増加、最小値の減少、新たな極値の発生を許さないこと
を意味する。ただし、TVD条件は必ずしもエントロピー条件を満足しないため、次のようなエントロ
ピー条件を併用している。

aR 	 C 	 aL ���	

ここで、Cは不連続の伝播速度、aL � aR は不連続の左側と右側領域の特性に沿って伝播する波の位相
速度である。この式は、不連続が圧縮波の中に形成されることを認め、逆に膨張波の中に形成されるこ
とを認めないというものである。次に式 ���	の空間方向のみを差分近似すれば

ut 
 �� �fj���� � �fj����	��x

� �C�j�����uj���� �C�
j�����uj����	��x ���	

ただし、

C�j�����uj���� 
 �fj���� � fj � C�
j�����uj���� 
 fj � �fj����

C�
j���� � C�j���� 


fj�� � fj
�uj����

� aj���� ���	

式 ���	を陽的オイラー前進法で時間積分すれば、

un��
j 
 unj � 
�C�j�����uj���� � C�

j�����uj����	
n ���	


 
 �t��x。これより、

TV �un��	 

X
j

j un��
j�� � un��

j j� TV �un	 

X
j

j unj�� � unj j ���	

を計算して互いに比較すれば、結局、


�C�
j���� � C�j����	 � 
� C�j���� � �� C�

j���� � � ���	

を満足すれば、TV �un��	 � TV �un	となり TVD条件を満足することになる。条件式 ���	の中で最初
の条件は、線形安定性理論から導き出されるCFL�Courant�Friedrichs�Lewy	条件に等しく、TVD条件

�



を満足するとは、CFL条件を満足し、かつ C�j���� � �� C�
j���� � �を満足するということである。


次精度上流差分スキームはこのTVD条件を無条件で満足するTVDスキームである。TVDスキームは、
あくまで 
次元スカラー保存則に対して厳密なものであるが、実際には多次元のオイラーならびに NS

方程式に対しても用いられているのが現状である。
一方、高次精度の差分スキームで TVD条件を満足するためには、制限関数 �limiter function	が導入

される。�次精度上流差分スキーム、Lax�Wendro� �L�W	スキーム ����ならびにWarming�Beam �W�B	

スキーム ����などから、TVD条件を満足するための制限関数の十分条件が求められて、これを満足する
Minmod limiter��
�、van Leer�s limiter����、Roe�s Superbee limiter����、Chakravarthy�Osher�s�C�O	
limiter���� などの制限関数が提案されている。筆者らは �段階の制限関数を導入することで �次精度
MUSCLを TVDスキームに拡張している ���。

�� 圧縮性 NS方程式
上述のように、実際の圧縮性流れは、三次元の圧縮性 NS方程式を解いて初めてその流れが把握でき
る。また、上述の各種計算スキームは、ほぼそのままこの方程式系に適用されているのも事実である。
その三次元圧縮性 NS方程式は、デカルト座標系で次のように定義される。
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�xj
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� u�uj � ��jp � 
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�e� p	 uj � 
jkuk � � �T
�xj
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�������
� �j 
 
� �� �	 　

ここで、�� ui�i 
 
� �� �	� e はそれぞれ、密度、物理速度成分、単位体積当りの全内部エネルギー。
p� 
jk�j� k 
 
� �� �	� �� T はそれぞれ、全圧、粘性応力テンソル成分、熱伝導率、静温。

�� 一般曲線座標系への変換
測度と呼ばれる �x� �y� � � �などの関係式と変換のヤコビアン J を用いて、デカルト座標系の基礎方程
式 ���	は以下のように変形される。
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� �� �	は反変速度で、Ui 
 ���i��xj	uj。また、�j 
 
j�u� � � �T
�xj
。
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�� 基礎方程式の追加
熱化学非平衡とか非平衡凝縮流れなどを解くためには、圧縮性NS方程式 ��
	に新たな支配方程式や
数理モデルを追加して解かなければならない。たとえば、次式のような方程式系を定義することができ
る。なお、簡単化のため �ははずしてある。
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��j
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�sj
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Q は未知変数ベクトル。 Fj ならびに S は流束ベクトルならびに拡散ベクトル。H は生成ベクトル。
未知変数ベクトル Qは、たとえば非平衡凝縮流れの場合には、qs�s 
 
� �� �	に対して、�q�� q�� q�	 

��v� �
� �n	。�v は水蒸気の密度、
 は液滴の質量分率、nは液滴の数密度。また、生成ベクトルは、
H 
 �J �� � � � � � �c �c �Ic�

T。�c は凝縮により発生した液滴の質量生成率、Icは均一核生成
率と定義することができる。�sjは、追加される基礎方程式の拡散項。ただし、ここで説明する非平衡凝
縮流れの場合にはゼロ。



� 流束ベクトル分離
式 ���	は、時間進行法 �Time�marching method	により連立して解かれる。ここでは、まず空間方向

の離散化手法として、流束ベクトル分離法を式 ���	に適用する。
各座標方向 �i 
 
� �� �	における区分的領域 �と ��
のインターフェース ��
��で、数値流束 �Fi	�����

は、特性速度の符号により、�F�i 	�����に流束分離することができる。Fi と Qの間には１次の同次関
係が成り立つので� Fi 
 AiQならびに �Fi 
 Ai�Q。ただし、Aiはヤコビ行列。このとき、数値流束
�F�i 	�����ならびに ��F�i 	�����は、�A

�
i 	�����ならびに QM を用いて一般形で表すことができる� QM

の添え字Mは、MUSCL補間の方向Lもしくは Rを意味する。�A�i 	�����Q
M は、最終的には３つのサ

ブベクトルの和により次式のように変形される。

�A�i 	�����Q
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 ��i�Q
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��ia
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Qia �
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p
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 ��ij� j �ij j	��� ��ia 
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��ib 
 ���i� � ��i�	�� � ��i�

Qia 
 �pQic ���miQd� Qib 
 �� �mic
��gii	Qic � �pQd

�p 
 Qp �QM � ��mi 
 Qim �QM

ここで、gii 
 r�i � r�i。サブベクトル Qic� Qp� Qimならびに Qd は、以下のように定義される。

Qic 
 �� ��i��x� ��i��x� ��i��x� Ui � �
T

Qp 
 ��� � ��u� � ��u� � ��u� �� � �T

Qim 
 ��Ui ��i��x� ��i��x� ��i��x� � � �T

Qd 
 �
 u� u� u� ��� � c�	��� qs�� �T
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ここで、非平衡凝縮流れの場合には、�� 
 ��ujuj��� h
m� h
mは凝縮に伴う生成エンタルピー、いわ
ゆる潜熱。���� c�	��� 
 �e� p	��。なお、これら式変形の方法については、文献 �
���
��にも説明して
いる。また、非平衡凝縮に関する筆者らの研究は、文献 �
���
��などに報告している。


�� 流束差分離法
式 ���	に、Roeの近似リーマン解法 ���に基づく流束差分離法を適用してみる。その際、前述の流束

ベクトル分離式 ���	に基づき数値流束 �Fi	�����は次式のように導出できる。

�Fi	����� 
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�Fi�Q

L
�����	 � Fi�Q

R
�����	� j �Ai	����� j �QR

����� �QL
�����	� ���	

j �Ai	����� j QM �i 
 
� �� ��M 
 L�R	は Roe平均を施して次式で計算される。

j �Ai	����� j QM 
 j ��i� j QM �
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�c
p
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j ��ib j
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ただし、

j ��ia j 




�
�j ��i� j � j ��i� j	� j ��ib j 
 


�
�j ��i� j � j ��i� j	� j ��i� j

また、

�Qia 
 �p �Qic ���mi
�Qd� �Qib 
 �� �mi �c

��gii	 �Qic � �p �Qd

�p 
 �Qp �QM ��mi 
 �Qim �QM

ここで、�の付いた変数は Roe平均される。


�� LU�SGS スキーム
Yoonらにより提案された LU�SGSスキーム ��
�にニュートン反復法とクランク・ニコルソン法を組

み込んだ、時間最大２次精度 LU�SGS スキームを時間積分に適用してみると、次式が導出される ����。

D�Q�m 
 RHSm � �L�tG
���Q�m	

�Qm 
 �Q�m �D���L�tG���Qm	 ���	

G���Q�m	 
 �A�
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� �Q
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G���Qm	 
 �A�� �Q

m	i���j�k � �A�� �Q
m	i�j���k � �A�� �Q

m	i�j�k��

ただし、

D 
 I ��t�r� �Ai	 � d�S �H	�

r� �A	 
 �cmax��� �A	�

�Qm 
 Qm�� �Qm

RHSm 
 ��Qm �Qn	��t�F� �Qm	 � F� �Qn	���

�c は経験定数で、�c � 
��� �� �A	は �Aの固有値を意味する� d�S �H	は、厳密には粘性・拡散項や生
成項のヤコビ行列のスペクトル半径であるが、ここでは、�v�� � �t � �	gii�����i	と近似する。ただ
し、�v は経験定数であるが、筆者らは ���としている� 下添字 �i� j� k	 は、時間差分項が定義されてい
る空間格子点。これら非対角項の計算にも、前述の流束ベクトル分離式を用いることができる。その際、
式 ���	のQM を �Qに置き換えた式を用いる。
流束ベクトル分離式 ���	は、上述のようにきわめて汎用性の高い式であり、導出のノウハウを一旦身

に付けてしまえば、新たな複雑系流れ問題を解くための支配方程式の追加の際にも簡単に式を導出する
ことができる。筆者らは、熱化学非平衡流れ、非平衡凝縮流れに加えて、電磁プラズマ流れの流束ベク
トル分離式もすでに導出して実際の流れを計算した。この場合には、マクスウェル方程式とオームの法
則から導出される磁場の誘導方程式が新たに支配方程式として追加される。

�




�� 前処理法 �Preconditioning method	

非平衡凝縮流れの基礎方程式を非圧縮流れもしくは非常に遅い流れに適用するために、前処理法に基
づく流束ベクトル分離式を導出したので次に説明する。非圧縮性流れの数値計算には、これまでMAC

法に基づく方法が一般的に使用されて、食い違い格子上で運動方程式から導出された圧力のポアソン方
程式が解かれた。一方では、圧縮性流れの計算コードに擬似密度を導入した擬似圧縮性法なども使用さ
れているが、Choi and Merkle����は、擬似圧縮性法をさらに改良した前処理法を提案している。Weiss

and Smith����は、この方法をさらに一般化した。ここでは、Weissらの方法に忠実に前処理型の基礎方
程式を導出する。すなわち、式 ���	は、前処理行列 �を用いて次式のように変形される。
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�は前処理パラメータで、� 
 �
�U�
r � �T ��Cp	で定義される。たとえば、式 ���	は、次式のように変

形される。
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�Q。いま、ここでは、Roeの近似リーマン解法に基づく流束差分離式をベクトル形で導

出することにすれば、数値流束 �Fi	�����は次式で表される。
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 L�R	はサブベクトルの和の形で次式のように導出される。
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また、
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ここで、�qjは、 �Qの j番目の要素。Qic� Qdは、式 ���	で使用しているものと同様のものが使用できる。
前処理法は、LU�SGSスキームにも適用することができる。すなわち、

�D� �Q� 
 RHS ��tG��� �Q�	 ��
	

� �Q 
 � �Q� � ���D���tG��� �Q	 ���	

対角行列D ならびに RHS は、

D 
 I ��t�r� �Ai	 � d�S �H	�

r� �A	 
 �cmax��� �A	�

RHS 
 ��tF� �Qn	

G� は、非対角項からなる流束の時間差分項で、
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ここで、下添字 �i� j� k	 は、時間差分項が定義されている空間格子点。これらの項は、式 ���	において、
�QM を � �Qに置き換えることにより導出された式を用いて計算することができる。前処理法ならびに、
前処理法の凝縮流れへの展開に関する筆者らの研究は、文献 ��������などが新しい。


�� 非理想気体状態方程式の導入
ここまでは、理想気体、すなわち、理想気体の状態方程式 p 
 �RT を仮定した流れを前提にして式が
導出されてきたが、理想気体を逸脱した流れの場合にはどうすべきかについて簡単に説明する。ただし、
あくまで理想気体の状態方程式に置き換わる非理想気体の状態方程式が必要であるので、ここでは、三
次方程式型の状態方程式として知られている van der Waals型の状態方程式を用いて説明する。van der

Waals型の状態方程式としては、
・van der Waals状態方程式 �WA	

�p� a��	�
� b�	 
 �RT

・Redlich�Kwong状態方程式 �RK	

�p�
a��


 � b�
	�
� b�	 
 �RT

・Peng�Robinson状態方程式 �PR	��	�

�p�
a��


 � �b�� b���
	�
 � b�	 
 �RT

が知られている。これら状態方程式は、分子間力や分子の大きさが考慮されている。パラメータ aが掛
かった項は分子間力による圧力減少を、またパラメータ bは分子の大きさを考慮した排除体積である。
これらパラメータは、気・液・固体の物性値などに基づき経験的に決定されているため、これらの式は
各相を区別することなく超臨界領域も含む三相間の状態変化を１つの方程式で記述することができる。
特に、高温・高圧の超臨界領域においては、密度ならびにエンタルピーは温度のみならず圧力に依存し
ている。すなわち、� 
 ��p� T 	� h 
 h�p� T 	� たとえば、超臨界流体の音速は次式を用いて計算しなけ
ればならない。
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�p� �T � hp� hT は、密度ならびにエンタルピーの圧力もしくは温度による偏導関数。また、前処理法を、
超臨界流体に適用する際には、前処理行列 �は次式のように定義される。
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さらに、
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�� まとめ
今回紹介した内容は、圧縮性流れの CFD分野で提案されている計算スキームのほんのごく一部であ

り、その全体像を把握するのには情報が少なすぎるかもしれない。しかし、今回紹介した特性の理論に
基づく式の展開や流束分離の考え方は、圧縮性流れの CFDを理解するために最低限必要な知識である
ともいえる。広く浅く知識を吸収する一方で、この分野の本質となる基礎を理解することもきわめて重
要である。また、前処理法への展開、基礎方程式の追加、ならびに非理想気体への拡張は、今後の、い
わゆる「計算数理科学」研究を展開する上での、土台作りに位置づけられる。
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