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非平衡凝縮・超臨界流体の数理モデリング 

 

東北大学大学院情報科学研究科  

山本 悟 

１．はじめに 

今世紀中にも石油が枯渇しそうな地球の現状を救うために、再利用可能なエネルギー源が模索されて

いる。また、化石燃料の燃焼により発生する二酸化炭素が地球温暖化を加速している可能性が懸念され

ている。地球環境を保全しながら持続可能な社会を実現するための努力が、研究者には求められている。

我々も環境・エネルギー問題の解決のため、数値計算技術を駆使した研究を推進している。 

最近、経済産業省は「エネルギー基本計画」として、2030 年までに 1990 年比で温室効果ガスを 30％

削減するための試算を発表した。それによれば、再利用可能エネルギーの導入に加えて、原子力発電所

を 14 基以上新たに増設しなければならない。温室効果ガスの排出量削減目標を定めた京都議定書では、

2008-2012年の間に日本は1990年基準における温室効果ガス全排出量の6％を削減しなければならない。

現実的には、総排出量が 1990 年時点よりも 6％以上すでに増加していることから、計約12％を削減しな

ければならない。2010 年における国内の温室効果ガス排出量は約 13.1 億トンと予想されており、このう

ちの 12％は 1.57 億トンにあたる。また 4.8％分にあたる 6290 万トンが省エネルギー・新エネルギーに

よる年間削減目標値に設定されている。一方、2010 年度の年間発電電力量は、約１兆 kWh と予想されて

おり、そのうち火力、原子力、地熱など約 90％の発電方式にはいずれも蒸気タービンが使用されている。

蒸気タービンの効率を１％向上させるとタービン１基当たり年間燃費節約量は約3.3億円と見積もられ、

約 1.4 万ｋL/年の省エネルギー効果量が期待される。国内のタービン基数を 60台とすれば、85万 kL/年

に相当する。また、国内だけで年間約 160 万トンの CO2 削減効果があるとされている。世界全体ではこ

の約 40倍の効果が見積もられる。蒸気タービン全体損失の約 40％は湿りによる損失であることが知られ

ているが、そのメカニズムは未だよく解明されていない。したがって、この湿り損失のメカニズムを解

明することにより蒸気タービン性能のさらなる向上が可能であり、結果的にエネルギー節約ならびに CO2

削減につながる。 

筆者らは現在、マルチフィジックス CFD 研究としてまず、水蒸気が作動流体である蒸気タービンの非

定常流動解析ソフトウェア、「数値タービン、Numerical Turbine(NT)」を開発している。そこで、まず

蒸気タービン翼列の湿り蒸気流れを数値計算するために必要である典型的な非平衡凝縮モデルについて、
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その由来と現状について概説する。なお、この解説はこれまで掲載された筆者の解析記事[1]-[4]から再

構成したものである。 

主な記号 

e : 単位体積当たりの全内部エネルギー 
gij : 測度( ii   ) 

h : 全内部エンタルピー 
I : 凝縮核生成率 
J : 変換のヤコビアン 
k : 乱流運動エネルギー 

もしくはボルツマン定数 
n : 液滴の数密度 
p : 静圧 
r : 回転流面もしくは液滴の半径 
r* : 臨界核半径 
R : 気体定数 
T : 静温 
t : 時間 
vu : 絶対速度の周方向成分 
wi : 相対流れの物理速度成分 
Wi : 相対流れの反変速度成分 
xi : デカルト座標系成分 
β : 液相の質量分率 
γ : 理想気体の比熱比(=1.4) 
Γc : 液相の質量生成率 
δ : Dirac のデルタ関数 
ξi : 一般曲線座標系成分 

 : 熱拡散係数 

 : 混合物質の密度 

 

２．非平衡凝縮流れの数値解法 

非平衡凝縮流れの研究は、1887年にvon Helmholtzが湿り蒸気の過飽和現象を発見した辺りに始まる。

その後、1897 年に Wilson が非平衡凝縮現象を発見した。その非平衡凝縮が初生する点は Wilson Point

と呼ばれている。また、1939 年には Prandtl が湿り蒸気中の凝縮衝撃波を撮影している。その後、1950

年から 1980 年にかけて、数多くの実験データや凝縮モデルが発表されている。非平衡凝縮流れの数値計

算も凝縮モデルの提案に合わせて同時期に数多く発表されたが、いずれも１次元問題に限定されたもの

であった。1980年から1990年前半にかけて、二次元問題の数値計算法もいくつか提案されており、Bakhtar

ら[5] 、Young[6]、Schnerr[7]らによる研究がよく知られている。 

これらの研究で用いられている支配方程式は、微小な粒子の運動・凝縮・凝集等を支配する一般力学

方程式として知られている General Dynamic Equation(GDE)から導出することができる。 
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２．１ General Dynamic Equation(GDE)  

 微小な液滴もしくは粒子の生成・消滅、成長・蒸発、ブラウン運動に伴う凝集・分離、凝縮過程での

凝集・分離、を支配する GDE は、次のように定義されている[8]。 

  condcoag
* SSrrI

Dt

Df
        (1) 

ただし、 f は、時間 t 、空間 jx 、ならびに球形を仮定した微小な液滴や粒子（いわゆるエアロゾル）の

半径 r を未知変数に持つ関数、すなわち、  t,x,rff j で定義される分布関数(Distribution function)

で、式(1)の左辺は次式のように展開される。 
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また、式(1)の右辺第１項は、均一核生成率 I 、Dirac のデルタ関数 、臨界核半径 *r からなり、エアロ

ゾルの核(nuclei)の生成項である。 coagS と condS はそれぞれ、ブラウン運動に伴う凝集・分離、ならびに

凝縮過程での凝集・分離を支配する項で定義される。特に、 coagS と condS は大気中を浮遊するエアロゾル

においては重要な項に位置づけられて関連した研究分野では深い議論がなされているが、湿り蒸気流れ

の研究では未だ考慮している研究は見当たらない。ここでは、これら凝集ならびに分離は起きないとし

て以下省略する。 

 

２．２ モーメント法(Method of moments) 

 式(1)のGDEを解く方法としては、モーメント法と呼ばれる方法が一般的に用いられている[9]。これは、

分布関数 f からなる式(1)の両辺を r のべき乗で重み付けして、さらに r で積分した次式で定義される。 
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ここで、右辺は Dirac のデルタ関数の積分であり、    ** IrdrrrrI 



0

になる。 

 いま、 fdrrn 
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 とおいて、式(3)を変形すれば、 
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となる。ただし、 は場における流体の密度、 n は番目のモーメント(  th moment)と呼ばれる。なお、

右辺第２項は式(3)の左辺第２項の部分積分を実行すると導出できる。Hill[10]はこの右辺第２項の積分

を近似的に実行するために、エアロゾルの平均半径として、 02 nnr  を新たに導入して、エアロゾル
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の成長率 tr  を tr  と近似した。これにより、式(4)の右辺第２項内にある tr  はその積分から分離

されることで、式(4)は結局、次式のように変形することができる。 
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さらに式(5)は、 3210 ,,, からなる次の４つの式に展開することができる。 
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ところで、半径 r の液滴の質量は、液滴の質量分率 、水の密度 liq を用いて、 
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と表せる。したがって、式(9)は次式のように書き換えられる。 
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式(10)は液滴の質量保存式になっており、右辺は液滴の成長速度をモデル化した生成項からなる。 

蒸気タービン翼列を通る湿り蒸気流れの数値解析はすでに広く実施されているが、そのほとんどの数

値解法においては、流れの支配方程式に加えて、上記の式(6)(7)(8)そして(10)が連立して解かれており、

数値解法としてはほぼ定着している。そのような中で、Ishizaka ら[11]は式(10)の右辺第２項を近似す

ることで、上記４つの式を次の２つの式に簡略化した数値解法を提案した。 
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なお、ここで式(11)は液滴核の保存式になり、n は液滴核の数密度に相当する。この際に平均半径 r は場

の値から、 
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により逆算することで求められる。筆者らは、式(11)(12)に基づく凝縮モデルを用いている。 
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２．３ 凝縮核の生成と成長モデル 

式(6)(7)(8)(10)、もしくは式(11)(12)を解く際にまだ定義されていないものは、臨界核半径 *r 、凝縮

核生成率 I 、そして凝縮核成長率 tr  である。既存のほとんどの数値解法においては、古典凝縮理論

(Classical condensation theory)に基づく凝縮モデルが用いられている。 

水蒸気の凝縮形態には大きく分けて二種類あり、無核状態から急激に凝縮する均一核生成

(Homogeneous nucleation)による凝縮、核がすでに存在してその周りに凝縮する不均一核生成

(Heterogeneous nucleation)による凝縮がある。前者は高い過飽和(過冷却)状態から起きる非平衡性の

強い凝縮であることから、非平衡凝縮(Nonequilibrium condensation)と呼ばれる。蒸気タービン翼列内

では、水蒸気のみによるこの非平衡凝縮が支配的である。一方、大気中の凝縮は微小浮遊粒子を核とし

た後者の凝縮が支配的である。液滴が成長（蒸発）するためには、液滴周囲の蒸気圧が液滴と水蒸気と

の間の平衡状態における蒸気圧よりも高く（低く）ならなければならない。 

半径 r の液滴と水蒸気との間の平衡状態における蒸気圧 rp は、Gibbs-Thomson Equation もしくは

Kelvin Equation として知られており平面の水に対する飽和蒸気圧 p から次式のように定義される。 


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r 
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 exp      (14) 

ただし、 は水の表面張力、R は気体定数、T は温度である。 r が小さいほど rp は大きくなり、 r が大

きいほど rp は p に近づく。逆に式(14)から、場の蒸気圧 vp  による平衡状態の液滴半径、すなわち、臨

界核半径 *r を次式にように導出できる。 
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 ppS v は飽和比(Saturation ratio)であり、 1S のときに過飽和(Super saturation)となる。液滴

の半径がこの臨界核半径より大きくなるとますます液滴は成長し、逆に小さくなると蒸発するというの

が、古典凝縮理論の根底にある極めて単純な理論である。 

 凝縮核生成率 I は、均一核生成で生成される凝縮核の生成速度を算出するための均一核生成モデルで

ある。Volmer[12]は、過飽和状態での均一核生成による核の生成が、エントロピーと系のとりうる状態

の関係を定義した Boltzmann の関係式で同様に模擬できることを見出した。すなわち、凝縮核生成率 I を

次式のように定義した。 
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
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ただし、W は核生成に必要な仕事、k は Boltzmann constant、C は定数である。その後、多くの研究者

が式(15)に基づく均一核生成モデルを提案している。その中で、最も広く用いられている均一核生成モ

デルは Frenkel[13]が提案したもので、次式のように定義される。 
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ここで、 cq は凝縮係数（ 01.qc  ）、m は水の分子量、 v は水蒸気の密度である。式(16)をさらに補正

したものも提案されている[14]。 

 次に、液滴の成長率 tr  は先に記したように、液滴の半径 r が臨界核半径 *r より大きく（小さく）な

れば、正（負）の値になるようにモデル化される。液滴は周りの水蒸気分子の衝突(離脱)により成長(蒸

発)し、かつ液滴の大きさが分子の自由行程(Mean-free path)よりも十分小さいと仮定して、個体への分 

子衝突を定義した Hertz-Knudsen 則に従うとして近似されている。すなわち、 
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ただし、 rT は液滴の温度、 rp は温度 rT で計算された平衡状態における蒸気圧で式(14)から求められる。

この成長率についても、場の条件に合わせて修正された Young らの式[5]、 rTT  として簡単化された

Schnerr らの式[7]などがある。特に蒸気タービン内の凝縮では、Hertz-Knudsen 則に基づく式(17)では

必ずしも妥当な解が得られないことが知られており、大幅に改良した Gyarmathy のモデル[15]などもあ

り、筆者らも現在それを用いて液滴の成長率 tr  を計算している 

 式(14)-(17)では、これら以外にも、水の表面張力 、水の密度 liq 、平面の水に対する飽和蒸気圧 p

なども明確に定義する必要がある。凝縮モデルに関する詳細については、さらにいくつか著名な書籍

[16]-[18]や解説[19]を紹介するので、入手可能ならばこれらもご参照いただきたい。 

 

２．４ 非平衡凝縮を伴う流れの支配方程式 

 蒸気タービン翼列流れは水蒸気の圧縮性粘性流れであり、圧縮性ナビエ・ストークス方程式に支配さ

れる。したがって、圧縮性流れの典型的な数値解法をほぼそのまま用いることができる。厳密にいえば、

理想気体の仮定から逸脱するような圧力ならびに温度条件の水蒸気では、理想気体の状態方程式は使え

ないのに加え、理想気体を仮定して構築されている圧縮性解法、たとえば近似リーマン解法なども不正
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確になる。幸い、蒸気タービン内の湿りを伴う蒸気流れは大部分が亜臨界状態であるため、必ずしも分

子間力などを考慮した非理想気体の状態方程式を用いる必要はない。結局、圧縮性ナビエ・ストークス

方程式と先の非平衡凝縮モデルを連立して既存の圧縮性解法により解けば良いことになる。ただし、式

(6)-(12)は蒸気流れの速度に基づく移流方程式になっているため、凝縮液滴はあくまで流れの流線に沿

って移動するのが大前提である。その仮定を満足するためには、液滴の最大径が十分小さく(   mr 1O )、

かつ液滴の質量分率 が場の流体に対して 10%程度以下( 10. )であるべきとされている。さらに、液

滴の数は極めて多い( 31410 1010 m/~ )ため、水蒸気と液滴の二流体問題をまともに解くことはできない。

したがって、水蒸気と液滴が均一に混ざった均質流を仮定して、液滴の質量分率 を介してそれぞれの

熱物性値が線形補間される。これらに加えて基礎方程式には、凝縮(蒸発)に伴う潜熱放出(吸収)のエネ

ルギーバランスを考慮する必要がある。それからターボ機械流れにおいては、当然のことながら遠心力・

コリオリ力も付加しなければならない。 

 これらの仮定から導出された三次元の支配方程式は、湿り蒸気のみならず湿り空気も考慮した

Ishizaka ら[11]の非平衡凝縮モデル、ならびにＳＳＴ乱流モデル[20]とともに一般曲線座標系で次式の

ように定義される。 

 3,2,10 







iHS
F

t

Q

i

i


          (18) 

ただし、 
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
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式(18)は、混合物質の質量保存式、運動量保存式、エネルギー保存式、蒸気の質量保存式、凝縮液滴の

質量保存式、液滴の数密度保存式、乱流エネルギー保存式、乱流エネルギー比散逸率の保存式からなり、

Q は未知変数ベクトル、 iF は流束ベクトル、 S は粘性ベクトル、 H は生成ベクトルである。

)  ( 321 wwww は相対速度ベクトルであり、絶対速度ベクトルを )  ( 321 vvvv とすれば、 rΩwv  の

関係がある。相対速度系への変換により、生成ベクトルH には遠心力とコリオリ力が付加される。生成
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ベクトルH 内の凝縮による液滴の質量生成率 cΓ は、Ishizaka らが導出したモデルを用いる。また、均

一核生成による凝縮核生成率 I は Kantrowitz[14]補正された Frenkel[13]に基づくモデルを採用する。

cΓ 内における液滴の成長率 tr  は、湿り空気の場合には Hertz-Knudsen 則に基づく Schnerr らのモデ

ル[7]、湿り蒸気の場合には Gyarmathy のモデル[15]を採用する。乱流エネルギー保存則ならびに乱流エ

ネルギー比散逸率の保存則の kj 、 j は SST モデル[20]に基づく拡散項で、 kS 、 S はそれらの生成

項である。 

既存の非平衡凝縮モデルの数値解法しては、Bakhtar ら[5]や Young[6]らの研究が知られているが、こ

れらでは凝縮液滴の成長を流線に沿って積分しながら計算する手法が採用された。この手法は、液滴の

成長を流線に沿って計算するため実現象に即している。しかしながら、液滴の数は膨大であるため、す

べての液滴について積分するのは計算コストの点から非現実的である。現在むしろ主流になっている手

法は、式(6)-(9)を圧縮性ナビエ・ストークス方程式と連立してすべて時間進行法で解く手法で、

Schnerr[7]の方法である。この論文では航空機翼周りの湿り空気流れが計算対象であった。その後、蒸

気タービンの湿り蒸気流れ[21]にも拡張しているが、その際には Ishizaka ら[11]の簡略化された式

(11)(12)が採用された。国内では、Senoo ら[22]が Bakhtar ら[23]のタービン翼形状に対して非平衡凝縮

流れを計算して実験との比較を行っている。この翼形状は、湿り蒸気流れの計算コードを検証するため

のベンチマークテスト用の翼形状として広く利用されており、筆者らもコード検証に利用した経緯があ

る。また、標準的な凝縮モデルは汎用 CFD コードにも組み込まれつつあり、一般ユーザーもいずれ簡単

に利用できるようになると予想される。 

蒸気タービン翼列を通る蒸気流れは、流動自体もかなり複雑である。特に低圧最終段動翼は長翼であ

り、翼端付近の回転による周方向速度はかなり速くなり、マッハ数に換算して２を超えている場合もあ

る。そのため、衝撃波と翼境界層ならびに二次流れとの複雑な干渉が生じている。そのような流動を数

値解析するためには、Robust でかつ高解像度の計算スキームを用いる必要がある。 

 

２．５ 状態方程式の定式化 

 既存の圧縮性流れの数値解法では、流れは理想気体を仮定して、その状態方程式である RTp  を基

礎方程式と連立して解く。NT においては、回転によるロータルピーを考慮して次式のように変形される。 

    2/1 22
uΩvreRTp  w                             (19) 

非平衡凝縮を伴う流れでは、液滴が考慮できる状態方程式が必要である。Ishizaka ら[11]は、上記の
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ように液滴の最大径が十分小さく(   mr 1O )、かつ液滴の質量分率 が場の流体に対して 10%程度以

下( 10. )であるという仮定で、近似的に新たな状態方程式を導出した。凝縮に伴う潜熱の放出も考慮

して式(19)は次式のように拡張される。 

   
    mu

mpm

m
m hΩvre

RC

R
TRp 0

22 2/
1

1
1 


 



 w                 (20) 

ただし、 mh0 、 mR 、 pmC は液滴の質量分率 により、気体と液体のそれぞれの値から線形結合により

求められた生成エンタルピー、気体定数、ならびに定圧比熱である。 

 

２．６ 数値解法 

さて、筆者らはこれまでに数多くの湿り空気流れ[24][25]ならびに湿り蒸気流れ[26]-[29]を数値計算

してきた。これらに用いた非平衡凝縮モデルは前節で説明した通りであるが、一方、差分法に基づく空

間差分には流束差分離法[30]と４次精度コンパクト MUSCL TVD スキーム[31]を用い、粘性項は２次精度

中心差分で近似した。 

いま、区分的領域ならびに 1 の境界面において、 iF の数値流束を  21/iF  と定義すれば、  21/iF  は境

界面左の区分的領域と、境界面右の区分的領域 1 から伝播して来る特性に基づく数値流束 
iF の和として次

式のように表される。 

             R
i

L
iiii QAQAFFF 2/12/12/12/12/12/12/1  











  

                  (21) 


iA  は 

iF のヤコビ行列。
LQ ならびに 

RQ は、左右の区分的領域において高次補間された未知変数ベクトルで

ある。式(21)の  M
i QA 2/12/1 



 は、流束分離式として次式のように導出される。 

    ib
ib

ia

ii

iaM
i

M
iii

M
i Q

c
Q

gc
QQLLQA

212/1
1

2/1

 






 




                          (22) 

上添え字M は、L もしくは Rに置き換えられる。 iL  ならびに i  は、左固有ベクトルと固有値(特性速度)から

なる行列である。

ia  と  

ib は次式で定義される。 

   2 54
  iiia                                                 (23) 

   2 154
  iiiib                                           (24) 

ここで、 
ij (j =1、4、5)は、 

    2 ijijij                                                (25) 

ij (j =1、4、5) は固有値（特性速度）であり、 

  1 ii W                                                 (26) 
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   4 iiii gcW                                           (27) 

 5 iiii gcW                                            (28) 

ただし、cは音速。 iaQ と ibQ は導出されたサブベクトルで、 

 QmQpQ diicia                                               (29) 

  dicii
2

iib QpQgcmQ                                          (30) 

M
p QQp                                                      (31) 

M
imi QQm                                                    (32) 

ここで、サブベクトル
icQ 、

pQ  、
imQ 、

dQ はそれぞれ次のようなベクトルで導出される。 

     W xξ xξ xξQ T
i3i2i1iic 000000                       (33) 

     wwwQ
T

p 00000~~~~
321

2                              (34) 

        xξ xξ xξWQ T
3i2i1iiim 000000                    (35) 

     1 T
321  knρpewwwQ vd                           (36) 

また、 1~   、 mjj hww 0
2 2/~   。 

 式(21)は、Roe の近似リーマン解法[30]に基づく流束差分離式に変換すれば、数値流束   21/iF  は次式

のようになる。 

          LR
i

R
i

L
ii QQAQFQFF 2/12/12/12/12/12/1  

2

1
  

                             (31) 

  ),;3,2,1(2/12/1 RLMiQA M
i  

はRoe平均を施して次式で計算される。  

  ib

ib

ia

ii

iaM
i

M
i Q

c
Q

gc
QQA

212/1

 
 




                                   (32) 

ただし、 

   2 54 iiia                                                  (33) 

   ˆ2 154 iiiib                                            (34) 

また、 

 QmQpQ diicia                                               (35) 

  dicii
2

iib QpQgcmQ                                          (36) 

M
p QQp                                                      (37) 

M
imi QQm                                                    (38) 

ここで、オーバーラインの付いた変数がRoe平均される。 
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また LQ ， RQ は4次精度Compact MUSCL TVDスキーム(Compact MUSCL)[31]により物理変数が外挿される．

具体的には以下のようになる． 

RLL
21 QΔQΔQQ  3

1

6

1
                                    (39) 

L
1

R
11

R
21 QΔQΔQQ    3

1

6

1
                               (40) 

ただし， 

 21121 ,minmod    QbQQL                                 (41) 

 21121 ,minmod    QbQQR                                 (42) 

21
3

2121 6

1
   QQQ                                  (43) 

 QQQ   121                                           (44) 

RML QQQQ
~~

2
~

21
3                                   (45) 

 23221221 ,,minmod
~

   QbQbQQL                             (46) 

 21223221 ,,minmod
~

   QbQbQQM                              (47) 

 21221223 ,,minmod
~

   QbQbQQR                             (48) 

2,41 21  bb 。またminmod は制限関数で，次式のように定義される． 

         nn aaaaaaaa  121111 sign,,sign,min,0maxsign,,minmod           (49) 

時間積分にはLU-SGSスキーム[32]を採用する。LU-SGSスキームは陰解法であり、次の２段階の式で計

算される。 

  ** QtGRHSQD                                    (50) 

  1* QtGDQQ                                   (51) 

ただし、 

       
1,

* 
3,1

* 
2,1

* 
1

*  





 
ki,jki,jk,ji-

QA QA    QA   QG                        (52) 

        1,3,12,11  






  ki,jki,jk,ji QA QA    QA   QG                       (53) 

RHS は式(18)を陽的に計算した各時間ステップの解、 t は時間間隔で、 QQQ nn 1 として解が更新

される。添字 kj,i,     は三次元格子点番号、DはLU-SGS特有の対角化項である。また、 1,2,3)=( Q A  は

式(22)の左辺に相当する 1,2,3)=(  QA のQを Q に置き換えことで計算できる。 

最近では、蒸気タービン内の静動翼列干渉による流れの非定常性が湿り蒸気の凝縮にどのような影響

を与えるかという点に着目して、三次元多段静動翼列を通る非定常湿り蒸気流れをスパコンにより大規
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模計算している[28][29]。この際、大規模計算を効率よく実行するためには計算コードの並列化・ベク

トル化が極めて重要である。タービン翼列流れの特質上、各流路は周期境界条件のデータ通信を除けば、

ほぼ独立に計算することができるので、たとえば各流路を各 CPU に割り当てて MPI により並列計算がで

きる。したがって、数千 CPU クラスの次世代スパコンが完成すれば、湿りを考慮した蒸気タービン全段

全周流れの大規模計算も十分可能であると期待している。一方、各流路内では、採用されている数値解

法にもよるが並列処理にも限界がある。筆者らも陰解法に基づく時間進行法を採用しているため、完全

に並列計算はできない。ただし、陰的計算を領域分割してパイプライン処理を施すことにより、４から

８CPU程度で並列性の高い計算が実行できる数値解法なども提案している[28]。 

 

３．非平衡凝縮流れの数値計算例 

３.1  二次元単独流路流れの計算と実験結果との比較 

 蒸気タービンの流動解析コードを開発する上で最大の難関は、凝縮モデルの選択よりも、むしろ実験

データの稀少さである。通常、理想気体を仮定した流れ解析では、相似則が成り立つことから、風洞実

験による実験データが数多く提供されて利用されている。ところが、凝縮現象は時間・空間に依存して

いるため、相似則が成り立たない。したがって、蒸気タービンの流動解析コードを検証するためには、

実機サイズの実験によるデータがぜひとも必要になる。少なくとも、筆者らの研究室では実施不可能で

あるが、タービンメーカーにおいても解析コード検証に使用できそうなデータを提供するのはかなり難

しい。そんな状況の中で、実機サイズではないものの、Bakhtar らのグループが貴重な実験データを提供

している[23]。蒸気タービンの流動解析コードを開発している他研究グループも、この実験データをコ

ード検証のベンチマーク計算用によく利用している。 

 Fig.１(a)にBakhtarらの実験翼形状ならびに実験条件に対して計算した場合の翼周り圧力分布を示す。

凝縮が起きる場合の計算結果であるが、凝縮に伴う潜熱の放出から起因する翼負圧面における圧力上昇

が良く捕らえられている。Fig.1(b)には液滴の質量分率分布を示す。均一核生成に伴う非平衡凝縮が起

こり、翼流路内で液滴が生成されて下流に流れていく様子が示されている。 
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Fig.1(a)  Pressure distributions on blade surface（with condensation） 

 

 

Fig.1(b) Condensate mass fraction contours 

 

３.２  二次元多段静動翼列流れ[28] 

蒸気タービン中圧段における二段静動翼列を通る二次元湿り蒸気流れを計算した。翼列翼は三菱重工

高砂製作所で設計されたものを用いた。計算条件は入口境界で岐点圧力を1.71x105[Pa]、岐点温度を

389[K]、入口湿り度βinを0.00%および2.44%とし、出口静圧を0.71x105[Pa]とした。計算格子は格子点数

48x96からなる入口-出口境界用のH型格子2種類と、格子点数96x96からなる静翼-動翼用の拡張H型格子4

種類の計6種類によって構成されている。動翼は静翼1ピッチ間を5000 時間ステップで通過と仮定した。

また、翼の枚数比は1とした。 
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Fig.2にβin=0.00%ならびにβin=2.44%での液滴の質量分率分布を示す。βin=0.00%の場合では1段目動翼

より下流側で液滴の生成が開始している。液滴は主に主流で生成され、各流路間のど部付近で急激に成

長している。また、液滴を含んだ一段目動翼後流が周期的に後置静翼流路内に流れ込んでいる様子も示

されている。 

一方、βin=2.44%の場合には、一段目静翼流路内から液滴の成長はすでに始まっており、後段の動翼、

静翼を通過するにつれて液滴はさらに成長し続けている。特に、βin=0.00%の場合と比較して二段目動翼

流路内においては、液滴の質量分率分布における局所性が際立っている。入口に湿りを考慮することで、

液滴の質量分率分布の周期的な変動が助長される計算結果となっている。 

 

 

(a) βin=0.00% 

 

 

(b) βin=2.44% 

Fig. 2 Instantaneous condensate mass fractions 

 

３.３   蒸気タービン二段静動翼列を通る非定常三次元湿り蒸気流れの数値解析[33] 

 2010 年６月にグラスゴーで開催された ASME Turbo Expo において報告された三菱重工との共同研究の

成果についてその一部をここでは紹介する。詳細については文献[33]を参照いただきたい。計算対象の
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タービン翼ならびに実験計測は、三菱重工高砂製作所で設計・実施された。実験装置は、ピッチが同じ

二段静動翼列からなり、ボイラーから蒸気が供給される。特徴的なことは、ボイラーから供給される飽

和状態の乾き蒸気にμ径のノズルから微小液滴を噴射することで湿りを与えることができ、タービン段

入口における湿りの有無による蒸気流動を作り出すことができる実験装置である。実験では、湿りの有

無による各段の静動翼列後方における時間・空間平均された全圧、静圧、ならびに流出角度を計測した。

筆者らは、数値タービンによりこれらと同じ条件で数値計算して、全圧、静圧、ならびに流出角度を実

験結果と比較したところ、ハブおよびチップ近傍を除いて湿りの有無にかかわらず、いずれも実験と良

い一致を示す計算結果を得ることに成功した。あいにく、今回の条件では湿りが直接蒸気流れの流出角

度に影響を与えるような結果を得ることはできなかったが、圧力場への湿りの影響を捕獲することに成

功した。静圧ならびに全圧は、タービンの場合には段下流に行くにつれて徐々に降下するが、湿りを考

慮したケースでは、乾き蒸気に比べて圧力の降下量が相対的に少ない結果となった。これは、湿り蒸気

内の微小液滴が段下流に向かうにつれて徐々に成長するため、乾き蒸気から液滴が生成される際の潜熱

が周りに放出され、結果的に温度ならびに圧力を上昇させているものと推測される。実験により測定さ

れたこのわずかな圧力上昇を数値タービンでも正確に計算することに成功した。数値タービンを用いる

最大の利点は、実験では測定が困難な非定常性を捉えることができる点であり、今回の報告では、計算

により得られた液滴の質量分率（湿り度）の時系列データから動画を作成して、翼列後流や二次流れが

湿り度にどのような影響を与えているかを分析した。 

Fig.3(a)は、二段静動翼列のミッドスパンにおける瞬間湿り度分布である。湿り度の分布が翼列干渉

ならびに前置翼列から来る後流の影響を受けていることがよくわかる。また、Fig.3(b)は一段目動翼後

方断面における瞬間湿り度分布である。この図だけではわかりにくいが、前置静翼で後流や二次流れに

より空間的に偏在させられた液滴が、さらに後続の動翼と周期的に干渉することにより、周期的に変動

する複雑な湿り度分布が形成されていることが示されている。特にコーナー渦では、液滴は遠心力によ

り渦外側へ飛ばされて渦中心付近では湿り度が相対的に低くなる分布が得られている。これらの結果か

ら、乾き蒸気流れ以上に湿り蒸気流れは翼列後流や二次流れの影響を受けていることが考えられ、蒸気

タービンの湿り蒸気流れを正確に解明するためには、非定常解析が重要であることが示唆される。 
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(a) Mid-span                     (b) Cross section at outlet of first-stage rotor 

Fig.3 Calculated results by NT（Instantaneous condensate mass fraction） 

 

４．  ＮＴにおける今後の課題 

最も大きな問題は、凝縮液滴が成長・凝集して既存の数値解法の仮定を逸脱した大きさになった場合

である。既存の数値解法では、そのほとんどで液滴の径が十分小さく、かつ液滴の質量分率も十分少な

いという仮定により、液滴は流線に沿って成長するとして凝縮モデルが構築されている。しかしながら、

低圧タービン最終段付近では、液滴径が大きくなって流れから逸脱して運動することが知られており、

この液滴が翼列に衝突して翼表面が壊食する原因にもなっている。液滴を粒子単位で計算する手法には

Young ら[6]も採用していた粒子法に基づく方法が考えられるが、先にも示したように蒸気タービン内に

発生する液滴の数は粒子法で対応できる数をはるかに凌駕している。したがって、流れ場における水蒸

気と液滴はあくまで均質として計算せざるを得ないと考えられる。その場合の一つの手法としては、速

度すべりを考慮する手法が考えられる。ただし、この手法においても、結局のところその速度すべり自

体をモデル化するためには、実現象の十分な把握が前提である。 

さらに解決しなければならない問題としては、その液滴が凝集して翼端付近で液膜化する問題をいか

にして計算するかという点である。ここに至るともはや、自由境界面を持った気液二相流れを解かなけ

ればならず、二流体モデルなどの導入の必要性が示唆される。当然のことながら、解くべき方程式の数

も増えるので、計算負荷はかなり増大する。 

 

５．  臨界点を跨ぐ超臨界流体の数値解法 

筆者らがマルチフィジックス CFD 研究として開発しているもう一つは、臨界点を跨いだ超臨界流体の
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解析ソフトウェア「超臨界流体シミュレータ、Supercritical-fluids Simulator(SFS)」である。以下に

は超臨界流体を計算するために必要な数値解法ならびに熱物性モデルについて概説する。 

 

５.１ 超臨界流体の特徴 

流体を高温・高圧にすると気体もしくは液体から超臨界流体に相変化する。超臨界流体は、特に相変

化を起こす臨界点の近傍で特異な性質、たとえば、熱物性にピーク値、溶解度が急激に変化、反応速度

が極大、などを呈することが知られている。化学工学の分野ではこれらの特異性を利用した有害物質・

廃棄物の分解や材料合成の技術が研究開発されている。これら技術には、環境に無害で再利用可能な水

や二酸化炭素の超臨界流体が溶媒として用いられている。したがって、超臨界流体研究は環境にやさし

い新たな技術開発のブレイクスルーに繋がる可能性を秘めている。しかしながら、超臨界流体の実験に

は高温・高圧環境を実現する必要があり、実験装置の設計上、流動部分における可視化が困難であるた

め、超臨界流体の流体化学(Fluid Chemistry)的性質は未だ十分に解明されていない。加えて、超臨界流

体の数値解法の開発は、特に臨界点近傍における熱物性値の特異性から、現在も模索中の状態にある。 

超臨界流体は、気体と液体双方の特徴を有した「サラサラ」した流体であるとよく言われる。μmスケ

ールの隙間にまで入り込める性質から、半導体装置の洗浄などにも利用されている。超臨界領域では、

亜臨界領域とは異なった熱物性を有しているため、これまで理想気体を仮定して構築された圧縮性流れ

の数値解法もそのままでは利用できない。したがって、正確な熱物性値を計算するためには、状態方程

式をはじめ、分子粘性率、熱伝導係率、またこれらから派生する熱物性値、たとえば定圧比熱なども超

臨界域の熱物性モデルに交換する必要がある。 

たとえば、非理想気体の状態方程式には、Cubic 型と Virial 型の状態方程式がある。Cubic 型は、van 

der Waals の状態方程式を基本とした三次方程式で記述された状態方程式である。この式は比較的単純な

形をしているので、計算負荷はそれほどない。筆者らは本研究とは別に超臨界流体を計算するための数

値解法も開発しており、Cubic 型方程式の一つである、Peng-Robinson 状態方程式[34]を用いて超臨界二

酸化炭素の熱対流を計算したことがある[35]。得られた解は理想気体の状態方程式の解とは基本的に異

なり、特に温度場・密度場の解の違いが顕著であった。その後、Peng-Robinson 状態方程式を超臨界水に

も応用しようとしたことがあるが、その過程でPeng-Robinson状態方程式などCubic型の状態方程式が、

超臨界水には必ずしも正確ではないことがわかった。現在は、九州大学が開発した PROPATH[36]と呼ばれ

る熱物性データベースを採用しており、たとえば超臨界水は、IAPWS[37]で定義された Virial 型の状態
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方程式がプログラムされている。これは、多項式近似された状態方程式であり、項がたくさんあるため

計算負荷は大きいが、現存する状態方程式の中では最も信頼のおける値を得ることができる。蒸気表を

作成する基になっている状態方程式でもある。 

 

５．２ 前処理型方程式の導出 

 圧縮性ナビエ・ストークス方程式は、圧縮性オイラー方程式の数値解法がほぼそのまま適用されて解

かれているのが現状である。その際に、流れ場の特性速度の符号に応じて上流化が施される。ところが、

この方法をそのまま低速な流れに適用すると音速と流速の比がかなり大きくなってしまい、解がなかな

か収束せず、かつおかしな計算をしてしまう、いわゆる Stiff な状態に陥る。前処理法はこれを解決する

ための方法である。この方法では、音速を擬似音速に置き換え、遅い流れの場合には擬似音速が流速の

オーダーに減速されて、かつ方程式は非圧縮性ナビエ・ストークス方程式（厳密には、擬似圧縮項を伴

う連続の式と温度方程式を含む）に変換される。一方、速い流れでは擬似音速はそのまま音速となり、

通常の圧縮性ナビエ・ストークス方程式になる。したがって、衝撃波を伴う流れから自然対流のような

遅い流れまでを同一の基礎方程式で解くことができるようになる。 

いま、式(18)を前処理型に変換すれば次式のようになる。 

 3,2,10
ˆ
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
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                             (54) 

ここで、Q̂は前処理型方程式の未知変数ベクトルであり、  Tv knTwwwpJQ  /ˆ
321

のように初期変数から構成される。また、 Γ は前処理行列で、一般状態方程式へ適用できる一般形で次

式のように定義される。 
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T 、 Th 、 ph は、温度もしくは圧力による密度もしくはエンタルピーの偏導関数。θは前処理パラメ

ータであり、次式を用いる。 
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 
T

pT

r h

h

U 






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2                                    (56) 

rU はスイッチングパラメータで、流れの速度により擬似音速の値が切り替えられる。 

 

５．３ 前処理型差分スキーム[38] 

式(54)への変換に伴い、式(18)で用いていた差分スキームも前処理型に変換される[38]。いま、区分的領域な

らびに 1 の境界面において、 iF の数値流束を  21/iF  と定義すれば、  21/iF  は境界面左の区分的領域と、

境界面右の区分的領域 1 から伝播して来る特性に基づく数値流束 
iF の和として次式のように表される。 

             R
i

L
iiii QAQAFFF 2/12/12/12/12/12/12/1

ˆ ˆˆˆ












  

                  (57) 


iÂ  は前処理された 

iF のヤコビ行列。
LQ̂ ならびに 

RQ̂ は、左右の区分的領域において高次補間された未知変

数ベクトルである。式(57)の  M
//i Q̂Â 2121 




 は、前処理型流束分離式として次式のように導出される。 
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上添え字M は、L もしくは Rに置き換えられる。 iL  ならびに i  は、前処理された左固有ベクトルと固有値(特

性速度)からなる行列である。

ia̂  と  

ib̂ は次式で定義される。 

   2ˆˆˆ 54
  iiia                                                 (59) 

     ˆˆˆˆ
154
  iiiiiiiib                                         (60) 

ここで、

ij̂ (j =1、4、5) ならびに 


i は、 

    2 ijijij
ˆˆˆ                                                (61) 

  iiiiri gcWU ˆ2/1 2                                       (62) 

ij̂ (j =1、4、5) は前処理された固有値（特性速度）であり、 

  ˆ
1 ii W                                                 (63) 

     ˆ2/1ˆ
4 iiiii gcW                                         (64) 

   ˆ2/15 iiiii gcW                                          (65) 

iĉ は擬似音速であり次式のように導出される。 

   241ˆ 222
riiii UgWc                                          (66) 

ただし、   TpTpr hhU   12 、 pp   。 もし、 rU が音速に等しければ は１になり、式(66)

は本来の音速に等しくなる。 iaQ̂ と ibQ̂ は導出されたサブベクトルで、 
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iiib Q/UcqQgcWρQ ˆˆˆˆˆˆˆ

1                                       (68) 

ここで、 M
jq̂ と   1,2,3)](  ˆ[ ˆ

1   jqxW M
jjii  は高次補間されたQ̂のj番目の要素ならびに反変速度である。 さ

らに
icQ̂ と

dQ̂  は次のようなベクトルになる。 

     W xξ xξ xξQ T
i3i2i1iic 000000ˆ                       (69) 

     1ˆ T
321  knρpewwwQ vd                           (70) 

また、時間積分に用いるLU-SGSスキームも次式のような前処理型LU-SGSに変換される[38]。 

  ˆˆ ** QtGRHSQΓD                                    (71) 

  ˆˆˆ 11* QtGDΓQQ                                   (72) 

ただし、 

        1,3,12,11
ˆˆ ˆˆˆˆˆ





  ki,j

*
ki,j

*
k,ji-

** QA QA    QA   QG                        (73) 

        1,3,12,11
ˆˆ ˆˆˆˆˆ








  ki,jki,jk,ji QA QA    QA   QG                       (74) 

RHS は式(54)を陽的に計算した各時間ステップの解、 t は時間間隔で、 QQQ nn ˆˆˆ 1  として解が更新

される。添字 kj,i,     は三次元格子点番号、DはLU-SGS特有の対角化項である。また、 1,2,3)=(ˆˆ  Q A  は

式(58)の左辺に相当する 1,2,3)=(ˆˆ  Q A のQ̂を Q̂ へ置き換えことにより計算できる。 

 

５．４ 超臨界流体の熱物性モデル 

超臨界流体は、通常の気体や液体と異なった特異な熱物性を有しているため、これまで理想気体を仮

定して構築された圧縮性流れの数値解法もそのままでは利用できない。したがって、正確な熱物性値を

計算するためには、状態方程式をはじめ、分子粘性率、熱伝導係率、またこれらから派生する熱物性値、

たとえば定圧比熱なども超臨界流体の熱物性モデルに交換する必要がある。SFSでは九州大学が開発した

PROPATH[36]にプログラムされている熱物性モデルを用いる。 

たとえば、二酸化炭素の状態方程式は、IUPAC [39]に準拠した熱物性値に対する多項式近似によって以下のよ

うな式で定義される。 

    







 

 

9

0 0

111
i

J

j

ij
ij

i

aRTp                                     (75) 

ただし、 */   、 TT /* 。具体的に二酸化炭素の場合、 ][kg/m 468 3* 、 [K]  21304.T *  。なお、 ija な

らびに iJ はIUPACに定義されている。この状態方程式に基づき定積比熱ならびに定圧比熱は、次式より計算され

る。 
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ideal
vv Cd

T

pT
C   

2

2

0
2





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



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  
 



                                       (76) 

 
 Tvp /p

T/pT
CC









2

2
                                          (77) 

ただし、 ideal
vC は理想気体の定積比熱である。 

水(過熱水蒸気)の場合にはIAPWS  IF97[37]で定義された次の一般状態方程式が知られている。 

   



43

1

9

1

5.0ln
,

i

JI
i

i

Jo
i

ii
o
i nn

RT

TpG                           (78) 

ここで、G は無次元ギブス自由エネルギー、 610/p 、 T/540 である。 o
in 、 in 、 

0
iJ 、 iI 、 

iJ は係数であり、IF97に定義されている。密度は式(78)の偏導関数から構成された式により計算する。 

これら状態方程式を自らプログラムするのは大変な作業であるが、幸いなことにPROPATHには４８種類の物質に

ついて必要な熱物性値がほぼすべてがすでにプログラムされており、外部関数としてＳＦＳに読み込むことがで

きる。したがって、水のみならず二酸化炭素、メタン、アンモニア、窒素、酸素、水素、ヘリウムなど主な物質

は、各物質のライブラリファイルを交換するだけで、簡単にその流動をＳＦＳで計算することができる。さらに、

PROPATHを用いることで、一般状態方程式から密度が計算できるだけでなく、これから派生する定圧比熱や偏導関

数までも計算することができる。さらに、分子粘性係数や熱伝導率などもすでに外部関数として組み込まれてい

る。 なお、PROPATHを使用する際に計算時間短縮のため、筆者らはPROPATHの精度を落とさずに並列計算

できる参照テーブルも開発した[40]。  

 

６．数値計算例 

６．１  臨界点を跨ぐ超臨界水熱合成の数値解析 

 本研究は、NEDO プロジェクト「超ハイブリット材料技術開発」に研究参画して現在実施している研究

であり、その一部の成果はすでに文献[41]に報告している。ここでは、文献[41]に発表した中で典型的

な計算例について紹介する。 

超臨界水を用いた流通式の水熱合成反応による酸化金属微粒子の生成手法が提案されている[42]。こ

の方法では、流路内で常温の金属塩水溶液と高温の超臨界水を混合させ、急激な温度上昇による誘電率、

溶解度の変化によって微粒子を生成させる。この時、微粒子の生成や成長は反応容器内の温度や流速に

より大きく影響される。そのため、超臨界流体と液体との混合による温度分布や流速分布等の詳細な解

析が必要になるが、高温・高圧での実験が必要な点や実験装置の管路が細い点などから、超臨界流体の

光学的な観測が困難であり、実験による反応器内の流動場の評価はこれまでほとんど行われていない。
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一方で、この問題を数値計算により解明するためには、臨界点を跨ぐ超臨界流体を計算しなければなら

ない。この問題は基本的に遅い流れであるため、通常の圧縮性流れの数値解法では Stiffness が生じて

計算できない。ところが、遅い流れであるにもかかわらず臨界点近傍で急激に熱物性値が変化するため、

非圧縮性流れの数値解法でも計算できない。前処理法と PROPATH が組み合わされた SFS はまさにこの問

題を計算する唯一の方法であるかもしれない。 

典型的な計算例として、混合反応管内における混合流動を計算した結果を紹介する。Fig.4(a)は、混

合反応管の模式図である。主管（縦管）の上部ならびに副管（横管）の右入口からそれぞれ流体が流入

して、管の結合部分で混合が起こる。バルク圧力を常圧として、主管に 343K の水、副管に 293K の水が

流入するケース（CASE1）と、バルク圧力を超臨界圧 30MPa にして、主管に 730K の超臨界水、副管に 293K

の水が流入するケース(CASE2)について、計算結果を比較した。Fig.4(b)は、CASE１の場合に計算された

瞬間密度分布である。密度差がほとんどない通常の水の混合による流動場が得られた。一方、Fig.4(c)

はCASE2の場合に計算された瞬間密度分布である。管結合部分から流れ場の周期的な変動が生じている。

密度差はほぼ１ケタ違う結果が得られた。この大きな密度差が流れ場を不安定にしているものと推測さ

れる。さらに興味深いのは、Fig.4(d)に示された CASE2 の場合に計算された定圧比熱であり、最大値と

最小値の違いが６倍以上あり、重ねて擬臨界温度部分で極大値になっている。超臨界流体の特異性の一

つとして、定圧比熱が臨界点で極大値を持つことがあげられる。超臨界流体の熱物性を正確に評価しな

ければ、正確な定圧比熱を計算により求めることはできない。また、正確な定圧比熱が計算できないと、

超臨界流体を正確に計算することはできないことになる。 

                                

(a) T-shaped channel (b) Density(CASE1)  (c) Density(CASE2)  (d) Isobaric specific heat(CASE2) 

Fig.4  Calculated results of flows through T-shaped channel 
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７．あとがき 

 マルチフィジックス CFD のための数値解法として、筆者らが取り組んでいる非平衡凝縮、ならびに臨

界点を跨ぐ超臨界流体の数理モデルについて説明した。現在これらに基づき、数値タービン(NT)と超臨

界流体シミュレータ(SFS)の２種類の解析ソフトウェアを開発している。なお、解説中に記述されている

流束分離式を理解するためには、偏微分方程式論から始まって、特性方程式、特性の理論、流束分離、

リーマン解法、流束制限関数などを理解していた方がより良い。 
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