
第�章 常微分方程式の数値解法

常微分方程式 �ordinary di�erential equation�を数値的に解くには，解のだいたいの様子 特に特異性や不

連続性を知る必要がある．特異性や不連続性のある問題は通常の方法のみでは解くことができないので，あ

らかじめその対策を立てる必要がある．本章では常微分方程式の数値解法を初期値問題と境界値問題に分

けて説明する．初期値問題では専ら次の問題が差分法で解かれる．すなわち区間 �a � x � b�で定義される

常微分方程式

u� � f�x� u� ���	�

の初期条件

u�x�� � u� ���
�

を満足する解 u�x�を求める問題である．ただし x� � a� f�x� u�は既知の関数である．また境界値問題で

は差分法または有限要素法で，
階または �階の常微分方程式の 
点境界値問題が解かれる．ここには差分

法についてのみ述べることにする．在来の古典的応用数学の教科書には，通常 	階の常微分方程式，定係

数の線形常微分方程式，超幾何関数 �Legendre関数など�や合流型超幾何関数 �Bessel関数など�の常微分

方程式に関していわゆる解析的手法が述べられている．読者は この講義と古典的教科書のどちらが幅広い

問題に対処できると思われるであろうか．式 ���	�だけでは心もとないようにも思われるが，この式は実用

的初期値問題のほとんどすべてをカバーしている．一方 古典的教科書はいかにマスターしてもそこに述べ

られている手法では実用的問題の多くは手に負えないのである．

��� 出発値の求め方

式 ���	�を差分法で解く際には，解法によっては 初期値 u�のほかに x�の近傍に取られるいくつかの点の

uの値，すなわち出発値 �starting values�が必要になる．出発値は本節の方法または次節の Runge�Kutta

法によって求めることができる．出発値は，全体の解に大きな影響を及ぼすこともあるので，必要十分な精

度で求めなければならない．

����� テイラー展開に基づく方法

x� 近傍の u�x�の値は次のテイラー級数から求めることができる．
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� � � � � の値は，式 ���	�を xに関して次々に微分した式に初期値を入れれば決定できる．この微分に際

しては f�x� u�x��すなわち fが xだけでなく u�x�の関数であることに注意しなければならない．結果は次
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のように微分の階数がふえるとともに急激に複雑になる．
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この方法は f�x� u�が比較的簡単な関数形で微分できる場合に使える．

����� Picard法

式 ���	�を xに関して積分すれば，次式が得られる．

u�x� � u�


Z x

x�

f�x� u� dx �����

Picard法では，まず適当な推定値 u����x�を式 �����の右辺に用い第 	近似値 u����x�を計算し，u����x�を

再び式 �����の右辺に用い第 
近似値 u����x�を計算するという手順を繰り返す．

u�k��x� � u�


Z x

x�

f�x� u�k����x�� dx �k � 	� 
� � � � � �����

収束は適当なノルムに対し ku�k��x��u�k����x�k � �で判定される．�は小さい正数である．収束解は f�x�

が Lipschitz連続で有界ならば存在する．なお推定値は例えば u����x� � u�が用いられ，また式 �����の積

分は解析的に難しいときには数値的に行われる．

等間隔計算点 xn � x�
nhの場合の出発値 un � u�xn�は，式 �����の被積分関数に例えば次の Newton

の前進補間公式 ������項参照�を用いれば計算することができる．
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ただし x � x�
�h，fn � f�xn� un�，�kf は k階の前進差分である．この式を積分すればZ x
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o
となる．出発値を u�� u�� u�まで取ることにし，それに合わせて �次 Newton前進補間公式 �n � ��すなわ

ち �階の差分まで取れば，Picard法の式は次のようになる．
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なおこれらの式の右辺第 
項は，u�のものは �����項に示した式，u�は Simpsonの ���公式になる．ま

た u�も Simpsonの 	��公式になっている．また最後の項は打切り誤差で O�h��の大きさである．Newton

前進補間公式の項数を増減すれば各種の Picard法の式を導出できる．
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��� 前進形解法

前進形解法は関数 f�x� u�を区間 �xn� xn	��で積分するものである．以下には良く使われる簡単な 	次精

度のオイラー前進法から �次精度の Runge�Kutta法までを分かり易く説明する．これらの解法は陽的解法

で出発値は不要である．

����� Euler前進法

Taylor展開の式 �����の 	階微分までを取り，x� � xn� x � xn	� � xn
h� u�� � fnと置けば次式が得

られる．

un	� � un
hfn �����

ただし fn � f�xn� un�である．Euler前進法 �forward Euler method�は初期値 u�だけから出発し，式 �����

から u�� u�� � � � を次々に求めていく陽的解法である．この方法は簡便で広く用いられているが，ほかの方

法に比べ誤差が大きい．

Euler前進法の誤差について述べる．一般に前進形解法の誤差は打切り誤差 �truncation error�，丸めの

誤差 �round�o� error�，集積誤差 �inherited error�からなる．打切り誤差は差分近似の誤差で Taylor展開

を基に見積もられる．丸めの誤差は桁数の打切りによる誤差で，この誤差が大きくなるときには倍精度，更

には �倍精度で計算することが必要である．集積誤差は，初期値問題や前進形解法で僅かな初期段階の誤

差が計算の過程で増幅し顕在化するもので，不安定性の主要因である．式 ���	�，���
�の初期値問題におい

て真の解を Unとすれば，Euler前進法の数値解 unの誤差 �nは次のように定義される．

Un � un
�n

また打切り誤差 Tnと丸めの誤差 Rnを次のように定義する．

Un	� � Un
hf�xn� Un�
Tn	�

un	� � un
hf�xn� un��Rn	�

これらの式の差を取り，上の �の定義式と Taylor展開の式 f�xn� Un� � f�xn� un�
�Un�un�fu�xn� u
�

n�を

用いれば次式が得られる．

�n	� � �n
�
	
hfu�xn� u
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この式の打切り誤差と丸めの誤差の上限を E，�の増幅率の上限を Gとする．すなわち

jTnj
jRnj � E

j	
hfu�xn� u
�

n�j � G

で定義される正数 Eと Gを導入する．式 �����にこれらの上限を用いれば次の一連の式が得られる．

�� � �� j��j � E�

j��j � Gj��j
E � �G
	�E�

� � � � � � � � �

j�nj � Gj�n��j
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� � �
G
	�E
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結局 Euler前進法の誤差の上限は次のようになる．

j�nj �
	�Gn

	�G
E ���	��

これより Euler前進法の解は jGj � 	ならば安定に求めることができ，jGj � 	ならば不安定になり発散す

る虞のあることが分かる．

����� Runge�Kutta法

Euler前進法の式 �����は，常微分方程式 ���	�の u�を 	次の片側差分 u�n � �un	��un�	h
O�h�で近似

したものである．一方 �un	��un�	hを点 xn	���に関する 
次の中心差分 u�n	��� � �un	��un�	h
O�h
��

と見て

un	� � un
h�fn
fn	��	


のように置けば精度を改善できる．なおこの式は，Picard法の式 �����を台形公式で積分したものと解釈す

ることもできる．ただしこの式の fn	� � f�xn	�� un	��の un	�はこれから求めるもので今は未知である．

これを Euler前進法で求めることにすれば次の修正 Euler法 �Euler�s modi�ed method�の式が導かれる．

un	� � un
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次 Runge�Kutta公式はこれを一般化した次式をもとに導かれる．

un	� � un
h
�

�fn

�f�xn
�h� un
�hfn�

�
���	
�

ここに f�xn
�h� un
�hfn�は点 xn
�h � xn	�における f�xn	�� un	�� � fn	�で un	� � un
�hfn

と置いたことを意味する．
�� 
�� �は未定定数で，式 ���	
�が 
次の Taylor展開

un	� � un
h
�
fn


	



h�fx
ffu�n

�

O�h�� ���	��

と等価になるように決定される．すなわち式 ���	
�に Taylor展開

f�xn
�h� un
�hfn� � fn
�h�fx
ffu�n

を代入した式と式 ���	��を比較することによって得られる次の２つの条件を満足するように決定される．


�

� � 	� 
�� � 		
 ���	��

これらの条件を満足する 
�� 
�� �は任意性を持つが，� � 
�� 
�� � � 	に選ばれるべきである．
� � 
� �

		
� � � 	に選べば，式 ���	
�は修正Euler法の式 ���		�になり，また例えば 
� � 		�� 
� � �	�� � � 
	��


� � �� 
� � 	� � � 		
のように選ぶこともできる．
次 Runge�Kutta公式で求めた un	�の打切り誤差

は O�h��になり，またこの解法は常微分方程式 ���	�を 
次精度で近似するものである．

図 ��	は前進形解法の背景や根拠を説明したものである．図では誤差の原因が見えてくるように xnと xn	�

の間隔を広くし f�x� u� � f�x�曲線の傾きも大きくしている．厳密解では f�x�曲線の下すべて
R xn��
xn

f�x�dx

が朱色になる．しかし Euler前進法ではこれが朱色の長方形で近似され，f�x�曲線と長方形の間の三角形

領域が誤差になる．また修正 Euler法では朱色の梯形で近似され，誤差がかなり小さくなることが分かる．

青色の対角線を入れた長方形は fn	�の近似値 f�xn	�� un
hfn�を求める際の近似積分領域で，これも本
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図 ��	� Euler前進法と Runge�Kutta法

来は f�x�曲線の下すべてであるべきものである．図の 
nd�order RK�	は 
� � 		�� 
� � �	�� � � 
	�

の場合，
nd�order RK�
は 
� � �� 
� � 	� � � 		
の場合で，この図はこれらの場合に f�x�曲線の下の

面積を朱色の領域で近似し，また fn	���� fn	���の値を青色の対角線を入れた長方形領域から求めている

ことを示している．

次に �次と �次の Runge�Kutta公式について説明する．これらの公式は，Picard法の式 �����を Simpson

の 	��公式で積分した式

un	� � un

	

�
h�fn
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を基に作られる．Simpsonの 	��公式の精度は �次である．�次 Runge�Kutta公式では
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のように置かれる．この式の f�xn
�h� un
�hfn	��は，f�xn	�� un	�� � fn	� の値を見積もる際に
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un	� � un
�hfn	�と置き，安易に既知の fnを使うのではなく fn	�とすることによって精度改善を図ろ

うとするものである．
�� 
� � �� � �� は未定係数で，
次の場合と同様に，式 ���	��が Taylor展開
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と等価になるように決定される．式 ���	��に 
次の Taylor展開
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を代入した式と 式 ���	��の �次の項までを比較すれば 次の �条件が得られる．
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通常の �次Runge�Kutta公式では，まず式 ���	��に合わせ 
� � 
� � 		�� 
� � �	�と置かれる．このと

き式 ���	�a�は満足され，式 ���	�b�から �� � 		
� �� � 	が得られ，これにより式 ���	�c�は 
��
�� � 	

となる．�次 Runge�Kutta公式では �� � �� �� � 	と置かれ，fn	�は未知のため fnと fn	���から 	次

外挿される．結局 �次 Runge�Kutta公式は次のようになる．

un	� � un
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また例えば �� � 		�� �� � 		
，すなわち � � �	
になるように取ることもできる．この場合には，un	�
の値が式 �����により

un	� � un


Z xn��

xn

f�x� u� dx � un
�hfn	��� ���
��

のように計算されることになり理に適っている．この場合の式 ���	��の k�� k�� k�は次のようになる．

k� � hf�xn� un�� k� � hf�xn
h	�� un
k�	���

k� � hf�xn
h	
� un
k�	
�� k� � hf�xn
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	�

�次のRunge�Kutta法はKutta�Simpsonともいわれる．これは，f�x� u�が xのみの関数のときに，式 ���	��

が Simpsonの 	��公式になるからである．

ここで通常の �次 Runge�Kutta公式の構成を図 ��	を使って調べよう．この公式では，fn	���すなわち

k�は 
次のものと変わらず大きい誤差を含むが，これを k�の更に大きい誤差で相殺し �次精度を得ている

のである．通常 計算点の間隔 hは十分小さく取られ，f�x�曲線は検討の範囲ではほぼ 	次的に変化し，ま

た計算で求めた fn	�等も f�x�曲線のごく近傍にある．図から分かるように k�は朱色の直角三角形の面積
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に相当の誤差を含みまた k�は白色の直角三角形の面積に相当の誤差を含むが，それらの大きさの比は 	��

で符号反対である．それゆえこれらの誤差は式 ���	��の中で相殺されることになる．この方法では巧妙な

手段で �次精度を得ているが，�rd�order RK�aでは k�� k�の精度そのものを上げ �次精度を得ている．

�次 Runge�Kutta公式では，式 ���	��で � � �までの項を取り，更に精度を上げるべく式 ���	��にお

いて

fn	�� � f�xn
��h� un
��hfn	�� �

と置く．このように置くことの意味は，上記の un	�に関する説明から了解できるものと思う．このような

考えによる �次の Runge�Kuttaのもとになる式
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に �次の Taylor展開
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を代入した式と fn	�の Taylor展開の式 ���	��を比較すれば 次の条件が得られる．
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通常の �次 Runge�Kutta公式では，式 ���	��に合わせるが，fn	���の項は 
分し 
� � 
� � 		�� 
� �


� � 
	�のように置かれる．このとき式 ���

a�は満足され，式 ���

b�から �� � �� � 		
� �� � 	が得

られ，式 ���

c�の �条件は ��
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となる．これより

�� � �� �� � �� � 		
と置かれる．また最後の式 ���

d�は 
�

� � 		
となり，計算式が簡潔になるよ

うに 
� � �� 
� � 		
と置かれる．結局 �次 Runge�Kutta公式は次のようになる．
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k� � hf�xn� un�� k� � hf�xn
h	
� un
k�	
��

k� � hf�xn
h	
� un
k�	
�� k� � hf�xn
h� un
k��

この式では k�と k�をまとめれば h
�
f�xn
h	
� un
k�	
�
f�xn
h	
� un
k�	
�

�
� 
hf�xn
h	
� un


hfn	���	
�のようになるので，k�も含め � � �	
になっていること，すなわち式 ���
��を満足しているこ
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とが分かる．条件 
�

� � 		
は，
� � 
� � 		�，したがって 
 � �	
に取っても満足され，この方が式

の意味が釈然とする．この場合の式 ���
��の k�� k�は次のようになる．

k� � hf�xn
h	
� un
k�	
�� k� � hf�xn
h� un
k��

k� � hf
�
xn
h	
� un
�k�
k��	�

� ���
��

ここで再び図 ��	を用い，�次 Runge�Kutta公式の改良版，�th�order RK�aの構成を見てみよう．k�は

理想に近い fn	���に hを乗じたもので，k�は図ではそれよりも小さくまた k�は大きくなる．f�x�によっ

ては k�が大きく k�が小さくなることもある．hが小さいときには図からも明らかなように k�と k�は大き

さ等しく符号反対の誤差を含む．したがって k�と k�の平均値と k�は理想の値に近いものになり，�次精

度が得られるのである．次に通常の �次Runge�Kutta公式を見よう．図の条件ではその k�は改良判に較べ

若干小さくめなり，k�は逆に大きめになり微妙なバランスで �次精度が得られるようである．図上で定量

的に説明することは難しい．Runge�Kutta法は陽的解法で，出発値の計算にも良く用いられる．

��� 予測子修正子法

ここに述べる予測子修正子法 �predictor�corrector methods�は，まず前進形の式を用い予測子 �predictor�

upn	�を計算し，次に反復形の式を用い修正子 �corrector� ucn	�を収束するまで反復計算するものである．

フィードバック形解法とも言われる．

����� Eulerの予測子修正子法

この方法では予測子の計算に上述の Euler法，修正子の計算に修正 Euler法の式が用いられる．

upn	� � un
hfn ���
�a�

ucn	� � un

	



h
�
fn
f�xn	�� u

p
n	��

�
���
�b�

式 ���
�a�から予測子 upn	�を計算し，次にこれを式 ���
�b�に用い修正子 ucn	�を計算する．修正子の計算

では 	回目は予測子を用い，２回目以降は前回求めた修正子を予測子として用いる．修正子の計算は１回

のみとすることもあるが，通常は解が収束し jucn	� � upn	�j � �になるまで反復される．

����� �個以上の出発値を用いる予測子修正子法

等間隔 hで取られた計算点 x�� x�� � � � に対する常微分方程式 ���	�の解を u�� u�� � � � とする．ここでは

すでに un までの解が求められているものとして，un	�の値を予測子修正子法で求めることについて述べ

る．式 ���	�を区間 �xn�m� xn	��で積分すれば，

u�xn	���u�xn�m� �

Z xn��

xn�m

f�x� u� dx ���
��
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ここで f�x� u�を m
	個の条件

f�xn�m� un�m� � fn�m�

f�xn�m	�� un�m	�� � fn�m	��

� � � � � � � � �

f�xn� un� � fn

を満足するm次多項式 pm�x�で近似すれば，式 ���
��より次の予測子の式が得られる．

upn	� � un�m


Z xn��

xn�m

pm�x� dx ���
��

次に上のm
	個の条件に f�xn	�� u
p
n	�� � fn	�を加えたm

個の条件を満足するm
	次多項式 pm	��x�

を用いれば，式 ���
��よりも精度の高い次の修正子の式が得られる．

ucn	� � un�m


Z xn��

xn�m

pm	��x� dx ���
��

上記の式 ���
��と ���
��の中の多項式 pm�x�は Newtonの後退補間多項式で近似するのが便利である．

次に後退差分表を示す．

x f rf r�f r�f

xn�� fn��
rfn��

xn�� fn�� r�fn��
rfn�� r�fn

xn�� fn�� r�fn
rfn r�fn	�

xn fn r�fn	�
rfn	�

xn	� fn	�

今 k次の Newton後退補間多項式

pk�xn
�h� � fn
�rfn

	


�
���
	�r�fn
� � �


	

k�
���
	� � � � ��
k�	�rkfn

を用いることにすれば，予測子の式 ���
��と修正子の式 ���
��は次のようになる．

upn	� � un�m
h

Z �

�m

pk�xn
�h� d� ���
�a�

ucn	� � un�m
h

Z �

�m��

pk�xn	�
�h� d� ���
�b�

なお Newton後退補間多項式の代わりに同じ次数の等間隔の Lagrange補間多項式を用いても全く同じ結果

が得られる．次に具体例として良く使われるMilne法と Adams�Moulton法について述べる．

����� Milne法

Milne法では，上記の方法で k � 
すなわち f�x�は �点を通る２次式で近似され，予測子の計算ではm � �

すなわち �区間にわたって積分が行われ，修正子の計算ではm � 	すなわち 
区間にわたって積分が行われる．
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図 ��
� Milne法と Adams�Moulton法

この場合に予測子修正子法の式 ���
��は積分を実行し，後退差分rfn � fn�fn��� r
�fn � fn�
fn��
fn��

を入れれば，次のようになる．

upn	� � un��

�

�
h�
fn���fn��

fn�



�

��
h�u��� �����a�

ucn	� � un��

	

�
h�fn��
�fn
fn	���

	

��
h�u��� �����b�

図 ��
に Milne 法の計算における多項式 f�x�とその積分領域を示す．左図の予測子の計算では，既知の

fn��� fn��� fnを通る 
次曲線の下の朱色を付けた部分を積分し，これを un��に加え予測値 upn	�を求めて

いる．また右図の修正子の計算では，既知の fn��� fnと今求めた fn	�を通る 
次曲線の下の朱色を付けた

部分を積分し，これを un��に加え修正値 ucn	�を求めている．この方法の誤差すなわち修正子の式 �����b�

の誤差は Simpson 	��公式と同じである．この方法では初期値を含め �個の出発値が必要である．
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����� Adams�Bashforth法，Adams�Moulton法

Adams�Moulton法では，�����項の一般的な予測子修正子法で，積分は 	区間のみとし，f�x�は高次多

項式で近似される．その予測子の部分は Adams�Bashforth法と呼ばれ，この方法は単独に用いられること

も多い．この方法の計算式は予測子修正子法の式 ���
��で m � �と置いたもので次のようになる．

upn	� � un
h

Z �

�

h
fn
�rfn


	


�
���
	�r�fn
� � �

i
d�

� un
h
h
fn


	



rfn


�

	

r�fn


�

�
r�fn



�	

�
�
r�fn
� � �

i
����	a�

ucn	� � un
h

Z �

��

h
fn	�
�rfn	�


	


�
���
	�r�fn	�
� � �

i
d�

� un
h
h
fn	��

	



rfn	��

	

	

r�fn	��

	


�
r�fn	��

	�

�
�
r�fn	�
� � �

i
����	b�

式 ����	a�の打切り誤差は k次多項式を用いた場合に次のようになる．

	

�k
	��
hk	�u�k	��

Z �

�

���
	� � � � ��
k� d�

また式 ����	b�の誤差も同様のものでこの誤差の式の積分区間を ��	� ��に変更したものである．

k � �の場合の Adams�Moulton法の式 ����	�は次のようになる．

upn	� � un

	


�
h���fn���fn��
��fn����fn���



�	

�
�
h�u��� ����
a�

ucn	� � un

	


�
h��fn	�
	�fn��fn��
fn����

	�

�
�
h�u��� ����
b�

図 ��
に Adams�Moulton 法の計算における補間データと積分領域を示す．まず予測子 upn	� を，既知の

fn��� fn��� fn��� fn を通る � 次曲線下の朱色の部分を積分することによって求め，次に修正子 ucn	� を

fn��� fn��� fn� fn	�通る �次曲線下の朱色の部分を積分することによって求め，この修正子の計算を前回

求めたものとの差が小さい正数 �よりも小さくなるまで反復する．この方法では初期値を含め �個の出発値

が必要である．

����� 予測子修正子法の集積誤差と安定性

修正子公式 ���
�b�の安定性を議論すれば十分で，その誤差の式は容易に導出できる．真の解 Unに対す

る数値解 unの誤差 �n，打切り誤差 Tn	�，丸めの誤差 Rn	�を

Un � un
�n�

Un	� � Un�m
h���f�xn	�� Un	��
h

kX
j
�

�jf�xn�j � Un�j�
Tn	��

un	� � un�m
h���f�xn	�� un	��
h
kX

j
�

�jf�xn�j � un�j��Rn	�

のように定義する．これらの式から次の誤差の式が導かれる．

�n	� �
�n�m
h

P
�j�fu�n�j�n�j
Tn	�
Rn	�

	�h����fn�n	�
������
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この式の導出に際しては f�xn� Un� � f�xn� un�
�nfu�xn� u
�

n� � fn
�n�fu�nが用いられた．しかしなが

らこの誤差の式から安定性を一般的に論じることは困難で，また個々のケースについても必ずしも容易で

ない．なお �����項の数値実験の結果は上述のすべての方法が十分安定であることを示している．

��� 数値計算例とプログラム

�����項には簡単な Euler前進法の安定性について述べたが，一般に解法の安定性を論じることは難しく，

また実際問題において必ずしも理論通りに不安定になるわけでもない．本節では上述の解法を用い具体的

問題を解き，安定性を確かめまた精度を比較する．

����� 後退差分法

常微分方程式の解法は，放物型や双曲型偏微分方程式の初期値問題に利用される．その際にも解の不安定

性が問題になり，Euler前進法や普通の Runge�Kutta法は敬遠され，後退差分 �backward�di�erence�法が

広く用いられている．式 ���	�に梯形則 �trapezoidal law�を適用すれば次式が得られる．

un	� � un
hf�	���f�xn� un�
�f�xn	�� un	��g ������

ただし � � � � 	である．右辺の un	� の値は Euler前進法で求められるか，偏微分方程式の場合にはこ

の式そのものが陰的 �implicit�に解かれることが多い．� � �ならば Euler前進法 �forward Euler method�

の式 �����，� � 		
ならば修正 Euler法 �modi�ed Euler method�の式 ���		�，� � 	ならば Euler後退法

�backward Euler method�または 	次後退差分法 ��rst�order backward�di�erence scheme�と呼ばれるもの

になる．� � 		
の場合は偏微分方程式の解法では Crank�Nicholson法と呼ばれる．式 ������の打切り誤差

はこの場合に限って O�h��で一般には O�h��である．

これらの解法の安定性は �����項の Euler前進法の場合に倣えば容易に論じることができる．真の解 Un

に対する数値解 unの誤差 �nと，打切り誤差 Tn，丸めの誤差 Rnを次のように定義する．

Un � un
�n�

Un	� � Un
hf�	���f�xn� Un�
�f�xn	�� Un	��g
Tn	��

un	� � un 
 hf�	���f�xn� un�
�f�xn	�� un	��g�Rn	�

これらの式から前と同様にして次式が得られる．

�
	�h� �fu�n	�

�
�n	� �

�
	
h�	����fu�n

�
�n
Tn	�
Rn	� ������

ここで，格子間隔 hが十分小さいものとして，打切り誤差と丸めの誤差 および �の増幅率に関する上限を

�jTnj
jRnj�	f	�h� �fu�ng � �E

f	
h�	����fu�ng	f	�h� �fu�n	�g � �G

のように定義すれば式 ������から次式が得られる．

j�n	�j � �G j�nj
 �E
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結局 誤差の上限は次のようになる．

j�nj �
	� �Gn

	� �G
�E ������

これより解 uは �G � 	すなわち fu � �のときにのみ安定に求められることが分かる．しかしながら安定

性に関しては，�����項の数値実験の結果が示すように，安定解析で不安定と判定されても数値解が必ずし

も振動を起こし計算不能に陥るわけではなく，また編微分方程式の初期値問題では逆のことも起きる．

常微分方程式 ���	�に 
 次後退差分 u�n � �un����un��
�un�	
hを用いれば，次の 
 次後退差分法

�second�order backward�di�erence scheme�の式が導かれる．

un �
	

�
��un���un��

hfn�





�
h�u��� ������

この式は un��までの解が既知のときに unの値を求める式である．したがって fn � f�xn� un�の unは未

知であるが，Euler前進法により un � un��
hfn��と置けば計算を続行することができる．またこれを予

測子に修正子を反復計算すれば多少精度を改善できよう．あるいは fnが unの簡単な関数 例えば 	次関数

の場合には，式 ������を unに関して解いて直接的に解を求めることができる．また偏微分方程式の場合に

は陰的に解かれる．この方法は偏微分方程式の数値解法では Gear法とも呼ばれる．

����� 常微分方程式の初期値問題の数値実験

この項には本節の解法に限らずこれまでに述べてきた初期値問題の解法に対して数値実験を行い，これ

らの解法の精度や安定性を検討する．ここで取り上げた解法はいずれも実用的諸問題に使用されてきたも

のである．あえてひとこと付け加えれば偏微分方程式の初期値問題への利用に際しては，Euler前進法は条

件付き安定，Crank�Nicholson法も必ずしも安定ではないが，	次と 
次の後退差分法は安定である．さて

上記の安定解析によれば Euler法とそれを拡張した修正 Euler法，後退 Euler法は fu � �ならば安定であ

る．しかし修正 Euler法は丸めの誤差に起因し必ずしも安定でないことが指摘されている�．ここではその

追実験から始めることにする．

次の初期値問題を考える．

u� � 	�u� u��� � � ������

この問題では fu � �	 � �である．この問題を解くEuler前進法，修正Euler法，Euler後退法のFORTRAN

プログラムを次にそのメインプログラムを含めて示す．

program MAIN

DIMENSION x��������u�������

DATA nf����� h�	��

OPEN�
��FILE��OUTPUT	dat��

FORALL�n���nf�x�n��FLOAT�n�
h

� forward Euler theta��	

CALL EULERT�x�u�nf�h��	�

WRITE�
������
�A����F�	�����F�	�����Forward Euler��x�u

� modified Euler theta�	�

�

� backward Euler theta��	

�

�森口・高田，数値計算法 II� ���� ����� 岩波講座現代応用数学．
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CLOSE�
��

STOP� END

� 









 Subroutine Trapezoidal method

SUBROUTINE EULERT�x�u�nf�h�theta�

DIMENSION x���nf��u���nf�

x�����	� u�����	� n��� �� n�n��

u��u�n���� f���	�u�� u��u��h
f�� f���	�u�

u�n��u��h
���	�theta�
f��theta
f��

u�n���	E��
FLOAT�NINT��	E��
u�n��� �cf �	��������	� �	��������	����

IF�n�nf�GOTO ��

END

このプログラムでは，文献の数値実験に合わせるため，丸めの誤差が大きくなるように小数第 �位で四捨

五入している．計算の結果は次表に示すのようになり，不安定性はもとよりその兆候すら現れない．

表 ��	� u� � 	�uの初期値問題の計算結果
解 　法 ��� x � � � � � � 	 
�
 ��

Euler前進法 ����� � ����
 �	�	� �
	�� �

	� �


� �


� �


�
修正 Euler法 ����� � ��
�� �	��� �
	�� �

�� �


� �


� �


�
Euler後退法 ����� � ����� �	�	
 �
��� �

�� �


� �


� �


�

次に同じ問題を Euler前進法，修正 Euler法，Euler後退法のほかに，�次Runge�Kutta法，�次Runge�

Kutta法，Milne法，Adams�Moulton法，Adams�Bashforth法，
次後退差分法で解き，初期値近辺の計

算結果を比較する．参考までにこの計算に用いたプログラムを以下に示す．ここでは出発値は，Milne法，

Adams�Moulton法，Adams�Bashforth法では Picard法で，また 
次後退差分法では Taylor展開を基に求

めている．eは反復計算の収束判定用の小さい正数，maxnは最大反復数を記録するためのものである．

� 









 Subroutine �rd�order Runge�Kutta

SUBROUTINE RK��x�u�nf�h�

DIMENSION x���nf��u���nf�

n��� u�����	

�� u��u�n�� f���	�u�� ak��h
f�

ua�u��ak���	� fa��	�ua� aka�h
fa

u
�u��aka�
	� f
��	�u
� ak
�h
f


u��u��ak
� f���	�u�� ak��h
f�

u�n����u���ak���	
ak
�ak����	

n�n��� IF�n�nf�GOTO ��

END

� 









 Subroutine �th�order Runge�Kutta

SUBROUTINE RK��x�u�nf�h�

DIMENSION x���nf��u���nf�

n��� u�����	

�� u��u�n�� f���	�u�� ak��h
f�

u
�u��ak��
	� f
��	�u
� ak
�h
f


ua�u���ak��ak
���	� fa��	�ua� aka�h
fa

u��u��aka�
	� f���	�u�� ak��h
f�

u��u��aka� f���	�u�� ak��h
f�

u�n����u���ak��
	
�ak
�ak���ak����	

n�n��� IF�n�nf�GOTO ��

END

� 









 Subroutine Starting values

SUBROUTINE STAVAL�x�u�nf�h�e�maxn�nt�

DIMENSION x���nf��u���nf�

u�����	� u��u���� f���	�u�� u��u�� u
�u�� u��u�



　　　　常微分方程式の数値解法 　　　　 	�

n��� maxn��� �� n�n��� maxn�MAX�maxn�n�

f���	�u�� f
��	�u
� f���	�u�

u����u��h
��	
f����	
f���	
f
�f���
�	

u�
��u��h
�f���	
f��f
���	

u����u��h
�	
�f���	
�f��f
��f����	

a�MAX�ABS�u����u���ABS�u�
��u
��ABS�u����u���

u��u���� u
�u�
�� u��u���

IF�n�nt	AND	a�e�GOTO ��

END

� 









 Subroutine Milne

SUBROUTINE MILNE�x�u�nf�h�e�maxn�

DIMENSION x���nf��u���nf�

n�
� maxn��� �� n�n��� nn��

f���	�u�n�� f���	�u�n���� f
��	�u�n�
�� f���	�u�n���

up�u�n����h
�	
�
	
f
�f��
	
f����	

�� nn�nn��� maxn�MAX�maxn�nn�� fp��	�up

uc�u�n����h
�f���	
f��fp���	

IF�ABS�uc�up��e�THEN� up�uc� GOTO ��

ELSE� u�n��uc� IF�n�nf�GOTO ��

ENDIF

END

� 









 Subroutine Adams�Moulton

SUBROUTINE AM��x�u�nf�h�e�maxn�

�

up�u�n��h
���	
f����	
f����	
f
��	
f���
�	

� �omitted lines are same as MILNE

uc�u�n��h
��	
fp���	
f���	
f��f
��
�	

�

� 









 Subroutine Adams�Bashforth

SUBROUTINE AB��x�u�nf�h�

DIMENSION x���nf��u���nf�

n�
� �� n�n��

f���	�u�n�� f���	�u�n���� f
��	�u�n�
�� f���	�u�n���

u�n����u�n��h
���	
f����	
f����	
f
��	
f���
�	

IF�n�nf�GOTO ��

END

� 









 Subroutine 
nd�order backward�difference

SUBROUTINE BD
�x�u�nf�h�

DIMENSION x���nf��u���nf�

u�����	� u��u���� f���	�u�

u����u��h
��	�h�
	�h
h��	�h
h
h�
�	�
f� �start value based on Taylor series

n��� �� n�n��� u
�u�n�
�

u��u�n���� f���	�u�� u��u��h
f�� f���	�u�

u�n����	
u��u
�
	
h
f����	� IF�n�nf�GOTO ��

END

eを 	��� に取るときに，Picard法による出発値の計算は �回の反復で収束し，また Milne 法と Adams�

Moulton法の修正子の計算は最大 
回で収束した．また 	���に取るときには出発値は �回，修正子の計算

は 	回で収束し，全く同じ結果が得られる．いずれの解法においても不安定性は全く見られない．次表の

結果から，この問題と条件のもとでは，�次の Runge�Kutta法，Milen法，�次の Adams�Moulton法は同

じ高精度の結果を示し，また �次 Runge�Kutta法と �次の Adams�Bashuforth法も遜色なく，
次後退差

分法，
次の修正 Euler法がこれに続くが，	次の Euler前進法と Euler後退法は精度不足が否めない．な

お初期値の２つの方法による計算結果は同じである．



	� 　　　　数値計算例とプログラム 　　　　

表 ��
� u� � 	�uの初期値問題の計算結果
　解 　　法 x � ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ����

Euler前進法 ������ ��
��� ���
�� ����
� �	�	�� �
	��� �

	
	 �



�
修正 Euler法 ��
��� ��	�
	 �

�
� ��
��� �	���	 �
	��� �

��
 �



�
Euler後退法 ��
��� ����
� �
��
� �����	 �	�	
� �
���� �

�	
 �



�

次 R�K法 ��
��� ��	��� �


�	 ��
��
 �	���� �
	��
 �

��� �



�
�次 R�K法 ��
��� ��	��� �


�� ��
��� �	���� �
	��	 �

��� �



�
Milne法 ��
��� ��	��� �


�� ��
��� �	���� �
	��	 �

��� �



�
A�M法 ��
��� ��	��� �


�� ��
��� �	���� �
	��
 �

��� �



�
A�B法 ��
��� ��	��� �


�� ��
��� �	���� �
	��	 �

��� �



�
�次後退差分法 ��
��� ��	��� �


�� ��
��� �	���	 �
	��� �

��
 �



�

最後に安定条件を満足しない常微分方程式の初期値問題を上記の９つの解法で解いてみよう．

u� � 	
u� u��� � � ������

この問題では fu � 	 � �で集積誤差が増幅することになるが，その計算の結果は次のようになり，計算の

範囲では不安定性は見られない．これは解 u�x�が xと共に加速度的に増加し集積誤差が埋没してしまった

ためと思われる．なお上と同様に eを 	���に取るときに，Picard法による出発値の計算は �回の反復で収

束し，またMilne法と Adams�Moulton法の修正子の計算は最大 �回で収束した．ただし計算の初期段階で

は 	回で収束し，解の桁数の増加と共に最大反復数も増加する．各解法の精度評価に関しては上と全く同

じことがいえる．

表 ���� u� � 	
uの初期値問題の計算結果
解 　　法 x � ��� ��� ��� ��� ��� ��� 	�� ����

Euler前進法 ����� ����� ���

� ������ �����
 
�
��	 ������ �
�	���
修正 Euler法 ����� ����� ������ ��
��� �
���� 

	��� �
�
�
 ���	���
Euler後退法 ��
�� ��	�� ��	

� �����
 ������ ��
��� ������ 
���
��

次 R�K法 ����� ���	� ����	� ��
			 �
��
� ����
	 �
�
�� �������

次 R�K法� ����� ���	� ����	� ��
		� �
��
� ����
� �
�
�� �������
�次 R�K法 ����� ���	� ����	
 ��
	
� �
��
	 �����
 �
�
�
 ������

Milne法 ����� ���	� ����	
 ��
	
� �
��
	 �����
 �
	��� �������
A�M法 ����� ���	� ����	
 ��
	
� �
��

 �����
 �
	��� �������
A�B法 ����� ���	� ����	� ��
		� �
��
� ����
� �
�
�
 ����
��
�次後退差分法 ����
 ����
 �����
 ��
�
� �
��

 


��� �
���� �������

� 式 ������を併用せず式 ����
�のみで計算したもの
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��� 連立常微分方程式と高階常微分方程式

上述の 	階常微分方程式の数値解法は，そのまま連立 	階常微分方程式の解法に拡張することができる．

また高階常微分方程式は，新たに未知変数を導入することによって等価な 	階常微分方程式の系に変換で

きる．かような観点からは，高階常微分方程式について何も述べる必要はない．しかしながら一方 高階常

微分方程式を直接解く方法はこれまで多数提案され，その優位性が主張されてきた．筆者にはその根拠が

薄弱なように思えるが，本節には直接解法についても簡単に触れることにする．

����� 連立 �階常微分方程式

m個の未知変数 u�� u�� � � � � umを持つm個の式からなる連立 	階常微分方程式 �system of the �rst�order

ordinary di�erential equations�は一般に次のように書くことができる．

�u��
�

� f��x� u�� u�� � � � � um�

�u��
�

� f��x� u�� u�� � � � � um�

� � � � � � � � �

�um�
�

� fm�x� u�� u�� � � � � um�

������

ただし f�� f�� � � � � fmは x� u�� u�� � � � � umの関数で与えられるものとする．この常微分方程式系の初期

条件

ui�x�� � ui� �i � 	� 
� � � � � m� ����	�

を満足する解を求める問題を考える．今ベクトル表示

uuu �

�
BBBB	
u�

u�
���

um



CCCCA � fff �

�
BBBB	
f�

f�
���

fm



CCCCA

を導入すれば式 ������と ����	�は次のように簡潔に表わすことができる．

uuu� � fff�x� uuu�

uuu�x�� � uuu�

この初期値問題は，上述の常微分方程式の解法をほとんどそのまま用いて解くことができる．例えば �次

Runge�Kutta公式は

uuun	� � uuun

	

�
�kkk�

kkk�

kkk�
kkk�� ����
�

kkk� � hfff�xn� uuun�� kkk� � hfff�xn
h	
� uuun
kkk�	
��

kkk� � hfff�xn
h	
� uuun
�kkk�
kkk��	��

kkk� � hfff�xn
h	
� uuun
kkk
�	
�� kkk� � hfff�xn
h� uuun
kkk

��

のようになる．またMilne法の式は

uuupn	� � uuun��

�

�
h�
fffn���fffn��

fffn� �����a�

uuucn	� � uuun��

	

�
h�fffn��
�fffn
fffn	�� �����b�
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のようになり，k � �の場合の Adams�Moulton法の式は

uuupn	� � uuun

	


�
h���fffn���fffn��
��fffn����fffn��� �����a�

uuucn	� � uuun

	


�
h��fffn	�
	�fffn��fffn��
fffn��� �����b�

のようになる．

����� k階常微分方程式

k階の常微分方程式

u�k� � f�x� u� u�� � � � � u�k���� ������

の初期条件

u�x�� � u�� u��x�� � u��� � � � � u�k����x�� � u
�k���
� ������

を満足する解 u�x�を求める問題を考える．今 u � u�� u� � u�� � � � � u�k��� � uk��と置けば式 ������は次

の 	階常微分方程式の系に書き替えることができる．

�u��
�

� u�

�u��
�

� u�

� � � � � � � � �

�uk���
�

� uk��

�uk���
�

� f�x� u�� u�� � � � � uk���

������

今これらの常微分方程式系を �次 Runge�Kutta法 ���
��を適用して解くことにする．そのとき例えば第

	式は

u�n	� � u�n

	

�
�k��

k��

k��
k��� ������

となる．式 ������の第 	式から k�� � hf�xn� u
�
n� � hu�nとなる．次に k�� � hf�xn
h	
� u�n
k��	
�は，

f�xn� u
�
n� � �u��

�

nであるから，第 
式を用い k�� � h�u�
hu�	
�
�

n � h�u�
hu�	
�nとなる．kが適当に

大きいときには，同様に k��� k�� � k
�
� も書替えることができ，まとめて書けば次のようになる．

k�� � hf�xn� u
�
n� � hu�n

k�� � hf�xn
h	
� u�n
k��	
� � h�u�
hu�	
�n

k�� � hf�xn
h	
� u�n
�k��
k���	�� � h�u�
hu�	

h�u�	��n

k�� � f�xn
h	
� u�n
k��	
� � h�u�
hu�	

h�u�	�
h�u�		��n

k�� � f�xn
h� u�n
k��� � h�u�
hu�
h�u�	

h�u�	��n

これらの関係を式 ������に入れれば次式が得られる．

u�n	� � u�n
hu�n

	


�
h�u�n


	

��
h�u�n


	

��
h�u�n ������
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この式は u�n	�の Taylor展開にほかならない�．計算では，式 ������の第 	式から k��式に対しては，式

������に相当の Taylor展開式が用いられ，また第 k��式から k�	式に対しては，これを基にした式

uk��n	� � uk��n 
huk��n 

	


�
h�uk��n 


	

��
h�uk��n 


	

��
h�fn �����a�

uk��n	� � uk��n 
huk��n 

	


�
h�uk��n 


	

��
h�fn


	

��
h�f �n �����b�

uk��n	� � uk��n 
huk��n 

	


�
h�fn


	

��
h�f �n


	

��
h�f ��n �����c�

が用いられる．ただし f �n � �fx
u��f	�u�
� � �
uk���f	�uk��
f�f	�uk���n� f
��

n � �fxx
� � � � � � �nは

式 �����の多変数への拡張である．式 ������の第 k式，終りの式に対しては �次 Runge�Kutta公式がその

まま用いられる ������項参照�．

����� �階線形常微分方程式


階線形常微分方程式 �the second�order linear ode�は一般に次のように表される．

u��
P �x�u�
Q�x�u � R�x� ����	�

P が連続微分可能で，Q� Rが連続関数ならば u � Uexp���		
�
R
P dx�と置くことによって 	階微分の項

を除くことができる．すなわち上式は次のように書き変えることができる．

U ��
A�x�U � B�x�

ただし A � Q�P �	
�P �	�� B � exp��		
�
R
P dx�Rである．

ここには，	階微分の項を含まない 
階常微分方程式の初期値問題を直接解く方法について述べる．その

方程式と初期値は

u�� � f�x� u� ����
�

u�x�� � u�� u��x�� � �u� ������

のように与えられる．式 ����
�を xに関して 
回積分すれば次のようになる．

u�x� � u�
�x�x�� �u�


Z x

x�

dx�
Z x�

x�

f�x��� u� dx�� ������

ここには �個の出発値を用いる予測子修正子法について説明する．出発値 u�� u�� u�は，Picard法を一

般化した方法で求められ，このためにまず f�x� u�を f�� f�� f�� f�を通る �次 Lagrange補間多項式

f�x�
h�� � �
���	����
������

�
f�


����
������



f��

����	������



f�


����	����
�

�
f�


O�h��

で近似する．この式を使って式 ������の積分を実行すれば次式が得られる．

u� � u�
h �u�

	

��
h�����f�
��f�
	�f�
�f��
O�h��

u� � u�

h �u�

�

	�
h���	�f�
		f�
f�
f��
O�h��

u� � u�
�h �u�

�


�
h���	�f�
	
f���f�

f��
O�h��

������

�この箇所は筆者による．これは当然の帰結のように思われる．しかし一方 Taylor展開にはならないという観点からこの部分の精
度を上げる方法も提案されている．
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出発値 u�� u�� u�は，はじめに u� � u� � u� � u�と置き，これらの式を反復計算することによってその

収束解として求めることができる．

次にこれら３つの出発値を用いる１つの予測子修正子法について述べる．予測子の式は，式 ������を書

き変えた次の２つの式から導かれる．

un	� � un��

h �un��


Z xn��

xn��

dx�
Z x�

xn��

f�x��� u� dx�� ������

������

un�� � un���
h �un��


Z xn��

xn��

dx�
Z x�

xn��

f�x��� u� dx��

すなわちこれらの式から �un��を消去し，被積分関数に Stirlingの補間公式

f�xn
�h� � fn
��fn

	


�
����fn


	

��
�����	� ��fn
O�h��

を代入し，積分を実行する．ただし �は中心差分の演算子で

�f� � f����f����� ��f� � f��
f�
f���

��f� � f�	�����f���
�f�����f������� � � � � � �

である．同様に修正子の式は式 ������と次式から導かれる．

un � un��
h �un��


Z xn

xn��

dx�
Z x�

xn��

f�x��� u� dx��

結局 この解法の予測子と修正子の式は次のようになる．

upn	� � 
un���un��
�h�
�
fn��


	

�
��fn��

�

O�h�� �����a�

ucn	� � 
un�un��
h�
�
fn


	

	

��fn

�

O�h�� �����b�

同様にして次数の異なる他の公式を導くこともできる．

����� �階非線形常微分方程式


階非線形常微分方程式 �the second�order nonlinear ode�

u�� � f�x� u� u�� ������

の初期条件

u�x�� � u�� u��x�� � �u� ������

を満足する解 u�x�を求める初期値問題を考える．出発値 u�� u�� u�� u�� u
�

�� u
�

�� u
�

�� u
�

�は他の方法で求め

られているものとする．

ここにはMilne法を拡張した解法を示す．この解法では次のMilneの予測子公式から u�n	�
p，Simpsonの

	��則から un	�
p，Milneの修正子公式から u�n	�

c，Simpsonの 	��則から un	�
cの値が順に計算される．

u�n	�
p � u�n��


�

�
h�
fn���fn��

fn�� un	�

p � un��

	

�
h�u�n��
�u�n
u�n	�

p� ����	a�

u�n	�
c � u�n�� 


	

�
h�fn��
�fn
fn	�

p�� un	�
c � un��


	

�
h�u�n��
�u�n
u�n	�

c� ����	b�
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����� 連立 k階常微分方程式

m個の未知変数 u�� u�� � � � � umを持つ k階常微分方程式の系

uuu�k� � fff�x� uuu� uuu�� � � � � uuu�k���� ����
�

の初期値

uuu�x�� � uuu�� uuu��x�� � uuu��� � � � � uuu�k����x�� � uuu
�k���
� ������

を満足する解 uuu�x�を求める問題について述べる．uuu � uuu�� uuu� � uuu�� � � � � uuu�k��� � uuuk��と置けば式 ����
�

は次のようになる．

�uuu��
�

� uuu�

�uuu��
�

� uuu�

� � � � � � � � �

�uuuk���
�

� uuuk��

�uuuk���
�

� fff�x� uuu�� uuu�� � � � � uuuk���

������

これらの式は k�m個の未知変数を持つ k�m個の 	階常微分方程式系である．

一例として k � m � 
の場合を取り上げ，�次 Runge�Kutta公式で解く．その計算に用いられる式は

式 ���	��，���
	�と ������を参照すれば次のようになる．

uuu�n	� � uuu�n
huuu�n

	


�
h�fffn


	

��
h�fff �n �����a�

uuu�n	� � uuu�n

	

�
�kkk��
�kkk��
kkk

�
�� �����b�

ただし

fff �n � �fffx
u��fff	�u�
v��fff	�v�
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��� 常微分方程式の境界値問題

常微分方程式の境界値問題 �boundary value problem� は数値解法では通常 差分法 ��nite�di�erence

method� または有限要素法 ��nite element method� FEM�によって解かれる．ここには差分法による解

法について述べる．

��	�� 差分演算子

等間隔 hに取られた点列 x�� x�� x�� � � � � xn 上に関数値 f�� f�� f�� � � � � fnが離散的 �discrete�に与えら

れているものとする．以下には点 xiにおける微分 f �i � f
��

i � f
���

i � � � � を近似する差分演算子の代表的なものを

いくつか示す．
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これらの差分式の右辺の最終項は打切り誤差 �truncation errors�で，数値計算には直接関係のないもので

ある．例えば式 �����c�の打切り誤差は O�h��で，この差分演算子は 
次精度 �second�order accuracy�で

ある．一般に高次の差分式を用いれば，少ない計算点で高精度の結果が得られ，全体の計算機時間も短縮さ

れるが，与えられたデータが十分滑らかでないと実質的な精度は上がらずかえって不安定性を惹き起こす虞

がある．普通 
次の差分式が用いられるが，不連続性のある場合にはこれに柔軟に対処するため �次以上の

差分式が安定化対策を施した上で用いられる．境界値問題では内点 �interior points�に対しては iに関して

対称な中心差分 �central�di�erences�，式 �����c�，�����a�などが用いられ，境界点 �boundary points�に対

しては iに関して非対称な領域外のデータを使わない片側差分 �one�side�di�erences�，式 �����a�，�����e�，

�����d�などが用いられる．

上記の差分式はすべて次の Taylor展開から導かれたものである．
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例えば式 �����a�は式 �����b�から直接的に導かれ，式 �����c�と �����a�は式 �����b�と �����c�を 	次結

合したものである．一般に 下記の不等間隔計算点の場合も含め，k 階差分の精度 O�hn�の式は，k
n�	

個の Taylor展開式の 	次結合 すなわちこれらの式から k
n�
個の f �i � f
��

i � � � � � f
�k	n���
i から f

�k�
i を除

いた微分を消去することによって導かれ，k
n個のデータ fj の 	次同次式である．ただし等間隔計算点の

中心差分の場合には，対称性により Taylor展開式したがってデータの個数が 	つ少ないものもある．

不等間隔計算点 �nonuniform calculating points� xi	� � xi
hiの場合の差分式について簡単に述べる．

この場合の差分式も Taylor展開を基に作られる．
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例えば 	階の片側差分は式 ����	c�から

f �i �
	

hi
�fi	��fi��

	



hif

��

i ����
�

また 	階と 
階の中心差分の式は式 ����	b�と ����	c�の 	次結合を取ることによって
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となる．これより不等間隔計算点の場合には，	階中心差分は等間隔の場合と同じ 
次精度であるが，
階

中心差分は 	次精度におち，計算点の間隔が十分滑らかに変化するときに限り 
次に近いものになる．４

つのデータ fi��� fi� fi	�� fi	�を使えば 
次の式が得られる．
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境界点に用いられる 
次の片側差分の式は
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のようになる．なお雑誌や単行本に印刷されている式は必ずしも正しいとは言えない．簡単にチェックを

入れてから実際の計算に使うべきである．例えば式 ������に対しては，hi�� � hi � hi	� � hの場合に

等間隔の式になるかどうか，更に与えられたデータが 	次変化する ��fi���fi�	hi�� � �fi	��fi�	hi �

�fi	��fi�	�hi
hi	�� � 	の場合に，f ��i � �になるかどうかを調べれば十分であろう．

��	�� �階線形常微分方程式


階の線形常微分方程式

u��
p�x�u�
q�x�u � r�x� ������

は，
次中心差分の式 �����c�，�����a�を用いれば，次の差分方程式 ��nite�di�erece equation�になる．
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この式は多少書き換えれば�
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�
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ただし pi � p�xi�� qi � q�xi�� ri � r�xi�，のようになる．
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はじめに常微分方程式 ������の 
点境界値問題について述べる．式 ������は各内点に対し１つ成立し，

これに境界条件 u�x�� � u�� u�xn� � unを考慮したものは，n�	個の未知数 u�� u�� � � � � un��をもつ次

の連立 	次方程式になる．�
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ただし �i � 	�hpi	
� �i � �

h�qi� 
i � 	
hpi	
� �i � h�riである．この方程式の係数行列は �行の

対角要素を除いた残りの要素がすべて �になる３重対角行列 �tridiagonal matrix�になっている．このよう

な連立 	次方程式は Gauss消去法によって能率良く解くことができる．

境界条件として u��x�� � �u�� u�xn� � unが与えられる場合には，境界上の関数値 u�も未知になるので，

ここで成立する方程式を加えなければならない．解 u�x�が境界を越えて外側に滑らかに延長 �解析接続�で

きるものとして，境界の外側に距離 hにある仮設点 ��ctitious point� x��の関数値 u��を導入すれば，

��u��
��u�

�u� � ��

�u��
u� � 
h �u�

が成立するので，これらの式から u��を消去すれば次式が導かれる．
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結局解くべき連立 	次方程式は次のようになる．�
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この方程式の係数行列も３重対角行列になる．

��	�� �階非線形常微分方程式

ここでは 	階微分を含まない 
階非線形常微分方程式の 
点境界値問題

u�� � f�x� u� ������

u�x�� � u�� u�xn� � un ������

を取り上げる�．ただし x� � x � xn� �� � u � �において f�x� u�は Lipschitz連続で，fu�x� u�は正

の連続関数とする．このときこの境界値問題の解は一意的に定まることが知られている．
�一般に微分方程式は最高階数の項が主役を演じる．右辺に �階微分 u

�が含まれる場合にはまず右辺を定数と見て uを計算し，右
辺を修正し反復計算を行うのが基本である．
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式 ������は 
次の差分を用いれば

ui���
ui
ui	��h
�fi � � ������

となる．あるいは �����項に示した高精度の修正子の式 �����b�を活用すれば

ui���
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となる．この式は Cowell公式と呼ばれるもので，また �����項に示す Hermite法の式の１つでもある．式

������または ������に境界条件を考慮したものは，ベクトルと行列を用い簡潔に表せば次のようになる．
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である．式 ������は fが xのみの関数で線形の場合には式 ������になり，前述のように Gauss消去法で容

易に解くことができる．一方 非線形の場合には直接解くことが困難になり，例えば Newton�Raphson法に

より反復計算で解くことになる．

Newton�Raphson法では解 uuuは推定値 uuu��� に修正値 �uuuを加えたものとして表される．すなわち uuu �

uuu���
�uuuと Taylor展開の式
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を式 ������に代入すれば次式が得られる．

AAA�uuu�����uuu � �rrr�uuu���� �����a�

ただし

AAA�uuu� � JJJ 
 h�BBBFFF �uuu�� rrr�uuu� � JJJ uuu
 h�BBBfff�uuu� 
 aaa �����b�

である．式 ������は未知変数�uuuの連立 	次方程式で，その係数行列AAA�uuu����は３重対角である．この係数

行列AAA�uuu����と式 ������の残差 rrr�uuu����の値は容易に決定でき，式 ������は Gauss消去法で解かれ，その第

	近似値は uuu��� � uuu���
�uuuとなる．このような計算を解 uuu�x�が十分に収束するまで反復する．この反復

計算は解 uuu�x�にある程度近い妥当な推定値 uuu���から始めれば収束する．

��	�� �階線形常微分方程式

�階の常微分方程式の境界値問題では，境界条件は領域の両端に u� u�� u��� u���の中から２個ずつ与えら

れる．もっとも，どれを取っても問題が正当に成立つというわけではないが，具体的問題で物理的意味をな

すものを与えれば一意解が得られるはずである．この境界値問題も前節同様 差分法によって解を求めるこ

とができる．例えば境界値問題

u����	�u � x ������

u��� � u����� � �� u�	� � u��	� � � ������

の差分方程式は次のようになる．

���	�h��u���u�
u� � h�x�

ui����ui��
���	�h��ui��ui	�
ui	� � h�xi �i � 
� �� � � � � n�
� ����	�

un����un��
���	�h��un�� � h�xn��

なお i � 	と n�	の式には，境界条件より得られる関係 u� � �� u�� � �u�� un � �� un	� � un��が用

いられた．計算のプログラムと結果は次のようになる．
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� Solution of boundary value problem of �th�order ODE by FDM
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program MAIN

REAL��� x��������u�������

REAL��� a�����
�
��b����

DATA if�����

OPEN�
��FILE��OUTPUT	dat��

h��	�FLOAT�if�� h��h
h
h
h

FORALL�i���if�x�i��FLOAT�i�
h

FORALL�i���if���

a�i��
���	� a�i�������	� a�i�����	���	
h�� a�i������	� a�i�
���	

b�i��h�
x�i�

ENDFORALL

a������a�������	� a�if������a�if�������	

CALL GAUSSB�a�b�if����
�
�det�

FORALL�i���if���u�i��b�i�
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WRITE�
�������F��	�����F��	����x�u

CLOSE�
��

STOP� END

�




 Solve simultaneous linear eqns with band matrix by Gaussian elimination

SUBROUTINE GAUSSB�a�b�n�m��m
�det�

REAL��� a�n�m��m
��b�n�

det��	

cycle��� DO k���n� i
�MIN��n�k�m��� j
�MIN��m
�n�k�

det�a�k���
det� b�k��b�k��a�k���

IF�k��n�CYCLE cycle��

FORALL�j���j
�a�k�j��a�k�j��a�k���

DO i�k���i
� j��k�i

b�i��b�i��a�i�j��
b�k�

DO jk���j
� j�jk�k�i

a�i�j��a�i�j��a�i�j��
a�k�jk�

ENDDO

ENDDO

ENDDO cycle��

DO n�������� j
�MIN��m
�n�i�

DO j���j
� k�i�j

b�i��b�i��a�i�j�
b�k�

ENDDO

ENDDO

END

GAUSSBは ���節に述べた帯行列の連立 	次方程式を Gauss消去法で解くサブルーチンで，このプログラム

はこのサブルーチンの使用を前提に作られている．次表は計算で求めた uの値を 	�� 倍したものを示す．
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 ��� ��� 
� �
����� � 	
 ��� ��� ��� ��� ��� ��� 
� 
� �
����� � 		 ��� ��
 ��
 ��� ��� ��� 
� �
 �
����� � 		 ��� ��
 ��
 ��� ��
 ��� 
� �
 �
������ � 		 ��� ��
 �
� �
� ��� ��� 	� �� �

� 実数型で計算

h � ��	� ����� ���
�の場合には実数型でも倍精度実数型でも結果は同じになるが，h � ���	の場合には実

数型では丸めの誤差のため桁落ちする．

��	�� Hermite法と spline法

Hermite法 �Hermitian method�と spline法 �spline method�について，ここでは 
階常微分方程式を例

にとり説明する．これらの方法では各計算点 xi 上に関数 uiとともにその微分 u�iと u��i が未知変数として

定義される．このとき微分方程式は，線形ならば未知変数の 	次式，非線形でも普通 簡単な代数式になる．

これらの方法ではまた，各計算点上で成立する 未知変数とその微分の関係式が用いられる．これらの関係

式は微分方程式によらず共用できるもので，一般に高精度で，Hermite法のものは Taylor展開を基にまた

spline法のものは多項式から導かれる．各計算点上の３つの未知変数 ui� u
�

i� u
��

i に対し �条件が揃えば，常

微分方程式の境界値問題は連立 	次方程式を解く問題に帰着する．

ここでは初めに Hermite 法の簡単な関係式を Taylor展開を基に導出する．Taylor展開の式 �����b�と
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�����c�の差を取れば次式が得られる．

ui	��ui�� � 
hu�i




��
h�u���i 





��
h�u

���
i ����
�

また 	階微分の Taylor展開の式

u�i�� � u�i�hu
��

i 

	


�
h�u���i �

	

��
h�u

���
i 


	

��
h�u

���
i 
� � �

u�i	� � u�i
hu��i 

	


�
h�u���i 


	

��
h�u

���
i 


	

��
h�u

���
i 
� � �

の和を取れば次式が得られる．

u�i���
u�i
u�i	� � h�u���i 




��
h�u

���
i ������

式 ����
�と ������から u���i の項を消去すれば次の Hermite公式が導かれる．

u�i��
�u�i
u�i	� �
�

h
�ui	��ui���


	

��
h�u��� ������

次に式 �����b�と �����c�の和を取れば次式が得られる．

ui���
ui
ui	� � h�u��i 




��
h�u

���
i 





��
h�u

���
i ������

また 
階微分の Taylor展開の式

u��i�� � u��i �hu
���

i 

	


�
h�u

���
i �

	

��
h�u

���
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��
h�u

���
i 
� � �

u��i	� � u��i 
hu���i 

	


�
h�u

���
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��
h�u

���
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��
h�u

���
i 
� � �

の和を取れば次式が得られる．

u��i���
u��i 
u��i	� � h�u
���
i 





��
h�u

���
i ������

式 ������と ������から u
���
i の項を消去すれば次の Hermite公式が導かれる．

u��i��
	�u��i 
u��i	� �
	


h�
�ui���
ui
ui	��


	


�
h�u��� ������

境界点では通常 次の Ped�eの式が用いられる．

u��u�

h



�u��
u���


h�

	

�u����u

��

��

	

��
h�u

���
� � � ������

この式は，u�� u
�

�� u
��

� の点 x� まわりの Taylor展開の式から u���� � u
���
� の項を消去することによって導かれ

る．
階常微分方程式の境界値問題を Hermite法で解く場合には，等間隔計算点上に未知変数 ui� u
�

i� u
��

i が

定義される．内点の �条件は微分方程式と上記の Hermite公式 ������，������である．また境界点の �条

件は微分方程式と境界条件 u�または u��と Ped�eの式 ������である．

splineは雲形定規のことで，雲形定規は通常 �次曲線で作られるとのことである．spline法で用いられる

spline曲線は �次以上のものであるが，ここには �次の spline法について述べる．�次式は一般に次のよう

に与えることができる．

S�x� �

�X
�
�

c�t
�
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ただし t � �x�xi��hi� xi�� � xi�hiである．この式の未定係数 c�� c�� c�� c�は �条件

S�xi� � ui� S���xi� � u��i �

S�xi��� � ui��� S���xi��� � u��i��

を満足するように決定される．結局 �次 splineの式は次のようになる．

S�x� � ���t�ui�t ui����

	
h �
i

h�
���t������t��u��i ��t��t�u��i��

i
�
����

この式を xに関して微分すれば次式が得られる．

S��x� �
�

hi
��ui�ui���� �

	
hi
�
�
�	t��t��u��i �����t��u��i��

�

この式から境界点上の勾配 u�i� u
�
i��の式と，その下添字を付け替えた u�i��� u

�
iの式が得られる．

u�i�� �
�

hi��
�ui�ui����hi��

	
�
u��i���u

��

i � �
����a�

u�i �
�

hi��
�ui�ui����hi��

	
�u��i���
u

��

i � �
����b�

u�i �
�

hi
�ui���ui��hi

	
�
u��i �u

��

i��� �
����c�

u�i�� �
�

hi
�ui���ui��hi

	
�u��i �
u

��

i��� �
����d�

これら４つの式から u��i��� u
��
i � u

��
i��を消去すれば次の spline公式が導かれる．

�

�hi��
�u�i���
u

�

i��
�

�hi
�
u�i�u

��

i��� �
�

hi���
�ui�ui���� �

h �
i

�ui���ui� �
�����

また式 �
����b�と �
����c�の勾配を等値すれば次の spline公式が導かれる．

hi��
	

�u��i���
u
��

i ��
hi
	
�
u��i �u

��

i��� �
�

hi��
�ui�ui���� �

hi
�ui���ui� �
���
�

境界点では次の勾配の式が補われる．

u�� �
u��u�
h�

�h�
	
�
u����u

��

��

�
�����

u�n �
un�un��
hn��

�
hn��
	

�u��n���
u
��

n�

spline法の場合にも Hermite法と同様に，各計算点上の未知変数は ui� u
�
i� u

��
i の �個で，これに対する３条

件は内点では微分方程式と２つの spline公式 �
�����，�
���
�，境界点では微分方程式と境界条件と勾配の

式 �
�����から構成される．


階常微分方程式の境界値問題は，Hermite法または spline法では，���ブロック３重対角行列の連立
�次方程式を解く問題になり，この連立 �次方程式はブロック消去法で解かれる．あるいはこれを８重対角

行列の連立１次方程式と見て直接 Gauss消去法で解くこともできる．また３つの３重対角行列の連立 �次

方程式に帰着させる方法�，反復コンパクト法� が計算量を節減する目的で提案されているが，コンピュー

タの性能が格段に向上した今日ではその必要性は薄れている．
�Rubin� S�G� and Graves� Jr�� R�A�� Comput� � Fluids� ������	
�� ��
�Rubin� S�G� and Khosla� P�K�� Lecture Notes in Physics� �����	��� �
�� Springer�Verlag�
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以上 Hermite法と spline法の入門的基礎的部分について述べた．これらの方法では，更に高次高精度の

公式が各種提案されている��	．ここで注意すべきことは，十分滑らかな解の期待できる問題では高次公式

の使用は実質的に高精度の結果をもたらす．しかしながら，何らかの原因でゆらぎのでる問題では高次公式

の使用はゆらぎを拡大し不自然な結果を招くことになる．ゆらぎを抑えるために平滑化 �smoothing�処理

が施されてきた．しかし古典的な全領域に一様に，拡散項 �u��や ��u
��のような項を直接間接に加える方
法は，局所的ゆらぎを抑えることはできても解全体の精度を低下させる虞がある．これらの項は局所的に，

関数やその微分の不当な極値の発生を抑える程度に必要量だけ加えられるべきである．

付録 常微分方程式の基礎

ここには在来の教科書に書かれている解析的手法による �階常微分方程式と線形常微分方程式の解法に

ついて略述する．なお特殊関数を解に持つ線形常微分方程式には触れないことにする．

�� �階常微分方程式

ここには簡単に解ける �階常微分方程式の解法を列挙する．

線形微分方程式

�階線形微分方程式 ��rst�order linear ode�は

u��p�x�u�q�x� � � �
�����

のように書かれ，その一般解は次のようになる．

u �
h
c�

Z
q�x�P �x�dx

i�
P �x� �
�����

ただし P �x� � exp�
R
p�x�dx�，cは積分定数である．

ベルヌーイの微分方程式 �Bernoulli�s ode� u��p�x�u�q�x�u� � �� �� �� �� ��は，v � u���と置けば

v�������p�x�v������q�x� � �となり，線形微分方程式になる．

変数分離型と同次型微分方程式

変数分離型微分方程式 �separation of variables type ode�は

dy�dx � X�x��Y �y� �
���	�

のように書かれ，その一般解は次のようになる．
Z y

Y �y�dy � c�

Z x

X�x�dx �
���
�

ただし cは積分定数である．

例 　mu�� � mg�ku�の初期条件 u��� � u���� � �を満足する解を求めよ．
�Hirsh� R�� J� Comput� Phys�� �������	
���� ���
�Rubin� S�G� and Khosla� P�K�� J� Comput� Phys�� �������		�	�� ��	�
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まず u� � vと置いて得られる微分方程式 dv�dx � �mg � kv��mから vを求め，次にこの vを xに関し

積分し uを求める．u � �mg�k�x� �m�g�k��
�
��exp��kx�m�

�
同次型微分方程式 ��rst�order homogeneous ode�は

dy�dx � f�y�x� �
�����

のように書かれる．この方程式は，y�x � vと置けば dv�dx � �f�v�� v��xとなり，変数分離型になる．

微分方程式 P �x� y�dx�Q�x� y�dy � �

微分方程式

P �x� y�dx�Q�x� y�dy � � �
�����

は条件 Py � Qxが満足されるときに完全微分型と言われ，その一般解は次式で与えられる．Z
Pdx�

Z h
Q�

Z
Pydx

i
dy � c あるいは

Z x

x�

P �x� y�dx�

Z y

y�

Q�x�� y�dy � c �
�����

xy空間における曲線の式は ��x� y� � cで与えられる．これを微分形で表せば，d� � �xdx��ydy � �とな

る�．ここで �x � P� �y � Qと置けば式 �
�����が得られ，また Py � �xy � Qx，完全微分の条件が得られ

る．�x � Pを xで積分すれば，� �
R
Pdx�Y �y�となる．次にこれを yで微分すれば �y � Q �

R
Pydx�Y

��y�

となる．これを yで積分すれば Y �
R
�Q�R Pydx�dy�c，あるいは Y �

R
�Q�RQxdx�dy�c �

R
Q�x�� y�dy�c

となる．式 �
�����はこのようにして導かれたものである．

次に微分方程式 �
�����は完全微分型でないが，この式に適当な因数M�x� y�を乗じた式M�x� y�
�
P �x� y�

dx�Y �x� y�dy
�
� �は，条件 �MP��y � �MQ��xを満足し完全微分方程式になる場合がある．このよう

なM�x� y�を積分因数という．積分因数を見出すことは一般に容易でないが，M�x� y� � xmyn，または

M が xまたは yのみの関数の場合などには解くことができる．

クレーローの微分方程式とラグランジュの微分方程式

クレーロー �Clairaut�の微分方程式は

y � xp���p��
�
p � dy

dx

�
�
�����

のように書かれ非線形である．この式を xで微分すれば

p � p�x
dp

dx
����p�

dp

dx
�

dp

dx

�
x����p�

�
� �

となる．第 �の因子の dp�dx � �の解は p � c．これを式 �
�����に入れれば一般解

y � cx���c� �
���
�

が得られる．これは �パラメータ直線族 �one�parameter family of lines�を表している．また第 
の因子の

x����p� � �と式 �
�����から pを消去すれば特異解 �singular solution�が得られる．これは直線族の包絡

線を表している
．
�パラメータ cの値を変えれば �パラメータ族の曲線を発生させることができる．�xdx� �ydy � �は幾何学的に解釈すれば１つ

の曲線に沿うベクトル �dx dy�とこの曲線の勾配 grad� � ��x �y�が直交し，これらのベクトルのスカラー積が �になることを示
している．

�包絡線 �envelope�： xy 空間における �パラメータ族の曲線 F �x� y� �� � �が包絡線を持つときに，包絡線の式 y � y�x�は曲
線族の式とその �に関する微分 F��x� y� �� � �から �を消去することによって導かれる．曲線の式 F � �のパラメータ �を動か
せば曲線は一般にシフトするから，�は曲線を横断する曲線の外の座標になる．しかし包絡線のところでは曲線は重なり合い �を動
かしても F は動かないので F� � �になる．例 x軸上に中心を持つ半径 �の �パラメータ族の円は �x�����y� � � � �で表され
る．この式を �で微分すれば � � xが得られ，これを円の式に代入すれば包絡線の式 y � ��が導かれる．
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例 　Clairautの微分方程式 y � xp����p������ p � dy�dxの解を図示せよ．

一般解は y � cx����c�����で直線族，特異解は x��y� � �で半径 �の円になる．

ラグランジュ�Lagrange�の微分方程式は Clairautの微分方程式を一般化したもので

y � x��p����p��
�
p � dy

dx

�
�
�����

のように書かれる．この式を xで微分すれば

p � ��xg���p�
dp

dx
����p�

dp

dx
�

�
��p��p�hdx

dp
�

���p�

��p��px�
���p�

��p��p
i
� �

第 
因子の微分方程式は x�p�の �階線形微分方程式で，その解 F �x� p� c� � �と式 �
�����から pを消去す

れば一般解が得られる．また第 �因子 ��p��p � �の根 p�を式 �
�����に用いれば直線の式 y � xp����p��

が得られる．この解は特異解になることもある．

�� 線形常微分方程式

線形常微分方程式 �linear ordinary di�erential equation�は一般に

L�u� � r�x� �
�����

のように書かれる．Lは線形演算子で

L � a��x��a��x�D�� � ��an���x�Dn���Dn

ただし D � d�dx，また係数 a�� a�� 	 	 	 � an��と右辺 rは区間 a � x � bで xの一価連続関数とする．�a� b�

内の点 x� に与えられた関数値とその微分値 u�� u
�
�� u

��
� � 	 	 	 � u


n���
� を持つ連続な解 u�x�はただ一つ存在

し，その n��階までの導関数も連続になる．これはコーシー・カヴァレフスキー �Cauchy�Kowalewski�の

存在定理として知られるものである．式 �
�����の初期値問題では，xは例えば時間を表し，x � �におけ

る必要十分な初期値はこの定理から決まる．なお式 �
�����の境界値問題では，n個の境界値が２つの境界

点に分けて与えられる．ただしこれらの境界値は関数値または �n���階までの微分値からなる．例えば 


階の方程式では２つの境界点に uの値，あるいは１つの境界点に u 他の境界点に u�の値が与えられる．�

階の方程式では２つの境界点にそれぞれ uと u�の値，また例えば１つの境界点に uと u�の値 他の境界点

に u��と u���の値が与えられる．

式 �
�����の同次線形常微分方程式 �homogeneous linear ode�

L�u� � � �
�����
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において n個の �次独立の解 u��x�� u��x�� 	 	 	 � un�x�が既知のときに，n個の任意定数 c�� c�� 	 	 	 � cnを

含む解

u�x� � c�u��x��c�u��x��� � ��cnun�x�

は式 �
�����の一般解 �general solution�と呼ばれる．初期値問題ではこれらの定数は与えられた初期値

u�� u
�
�� 	 	 	 � u


n���
� を満足するように，すなわち

u�x�� � u�� u��x�� � u��� � � � � � � � u
n����x�� � u

n���
� �
���	�

になるように決定される．式 �
�����の �つの解 up�x�が知れれば，

u�x� � up�x��c�u��x��c�u��x��� � ��cnun�x� � up�x��uc�x�

は式 �
�����の一般解になる．up�x�は任意定数を含まないもので，また

up�x�� � u�p�x�� � � � � � u
n���p �x�� � �

になるものを選べば，この一般解 u�x�は初期条件，式 �
���	�を満足する解になる．uc�x�は微分方程式

�
�����の余関数 �complementary function�，up�x�は特解 �particular integral�と呼ばれる．

行列式

��u�� u�� 	 	 	 � un� �

										

u� u� � � � un

u�� u�� � � � u�n

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

u

n���
� u


n���
� � � � u


n���
n

										
�
���
�

は関数 u��x�� u��x�� 	 	 	 � un�x�のロンスキー行列式 �Wronskian�といわれる．この行列式が恒等的に �に

なることは u�� u�� 	 	 	 � unが �次従属であるための必要条件，また �にならないことは �次独立になるた

めの十分条件である．n階の同次微分方程式 L�u� � �の �次独立の n個の解の集合は基本系 �system of

fundamental solutions�をなすといわれる．与えられた n個の解の集合が基本系を作るための条件はこれら

の解のロンスキー行列式が �でないことである．

階数低減法

ダランベール �D�Alembert�の階数低減法は，n階の同次微分方程式 �
�����において，その１つの解 u�

が既知のときに，残りの解を n��階の微分方程式から求めるものである．この階数低減方程式は式 �
�����

に u � u�w�x�を代入することによって得られる．まず u�wを xに関し微分すれば

u � u�w �a�
Du � u��w�u�w

� �a�
D�u � u���w�
u

�
�w

��u�w
�� �a�

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

Dnu � u

n�
� w�

�
n
�

�
u

n���
� w� � � � ��

�
n

n��
�
u��w


n����u�w

n� ��
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次にこれらの式を式 �
�����に代入すれば，すなわち各式にそれぞれ係数 a�� a�� 	 	 	 � �を乗じ加えれば

�
a�u��a�u

�

� � � � �� an��u

n���
� �u


n�
�

�
w �

a�u�w
� � a��
u

�

�w
��u�w

��� � � � ��
�
n
�

�
u

n���
� w� � � � ��

�
n

n��
�
u��w


n����u�w

n� � � �
�����

この式の �行目は u�が式 �
�����の解であるから �になり，この式は w�の n��階の微分方程式になる．
２階微分方程式

u���p�x�u��q�x�u � � �
�����

の場合には，階数低減方程式は

u�w
����
u���pu��w

� � � �
��
��

となり，w��x�の �階の微分方程式になる．その解は，u��pu � �の解が u � c exp��R p dx�であるから，

w� � c exp
n
�
Z �



u��
u�

�p
�
dx
o
� cu�

��e�
R
p dx

したがって式 �
�����の一般解は次のようになる．

u � c�u��c�u�

Z �
u�
��e�

R
p dx

�
dx

この考えを一般化すれば，n階同次微分方程式 �
�����において，m個の独立な解 u�� u�� 	 	 	 � umが既

知のときに残りの解は n�m階の微分方程式から求められることになる．いま２階微分方程式 �
�����にお

いて，v� � u�� v� � �d�dx��u��v��と置けば，階数低減方程式 �
��
��は

�v����pv
�

��qv��

Z
v�dx� v�v

�

���
v
�

��pv��v� � v�v
�

���
v
�

��pv��v� � �

のように v� の �階微分方程式なる．基本解 u� は v� を積分することによって得られる．n階微分方程式

�
�����においては，

v� � u�� v� �
d

dx

u�
v�
� v� �

d

dx

� �

v�

d

dx

u�
v�

�
� � � � � � � v �

d

dx

d

vmdx
� � � d

v�dx

u

v�

のように置けば v�x�の n�m階の微分方程式が得られる．この階数低減方程式の解 vm��� 	 	 	 � vnを m回

積分すれば元の微分方程式 �
�����の基本解 um��� 	 	 	 � unが得られる．

定数変化法

式 �
�����の特解は基本系 u��x�� u��x�� 	 	 	 � un�x�が既知のときに定数変化法 �method of variation of

parameters�によって求めることができる．この方法では特解 u�x�が基本系の �次結合

u � v�u��v�u��� � ��vnun �
��
�a�
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の形に置かれる．ここに v�� v�� 	 	 	 � vnは xの未定関数で，式 �
�����を満足するように決定される．その

ためには，まず n個の式

v��u� �v��u� � � � �� v�nun � �

v��u
�
� �v��u

�
� � � � �� v�nu

�
n � �

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

v��u

n���
� �v��u


n���
� � � � �� v�nu


n���
n � �

v��u

n���
� �v��u


n���
� � � � �� v�nu


n���
n � r

�
��
�b�

から v��� v
�
�� 	 	 	 � v

�
nを求め，次にこれらを xに関し積分する．

次に何ゆえこのようにして式 �
�����の特解が得られるのかを簡単に説明する．式 �
��
�a�を xに関し

次々に微分すれば下式が得られる．これらの式の右辺の後半の部分は，微分を重ねても項数が増えないよう

に，式 �
��
�b�に示すように �と置かれる．

u � v�u� � � � �� vnun �a�
u� � v�u

�
� � � � �� vnu

�
n �v��u� � � � �� v�nun �a�

u�� � v�u
��
� � � � �� vnu

��
n �v��u

�
� � � � �� v�nu

�
n �a�

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

u
n��� � v�u

n���
� � � � �� vnu


n���
n �v��u


n���
� � � � �� v�nu


n���
n �an��

u
n� � v�u

n�
� � � � �� vnu


n�
n �v��u


n���
� � � � �� v�nu


n���
n ��

次にこれらの式を式 �
�����に代入すれば，すなわち各式に係数 a�� a�� 	 	 	 � an��� �を乗じ加えれば次式

が得られる．

v�L�u�� � � � �� vnL�un� � v��u

n���
� � � � �� v�nu


n���
n � r

この式の左辺前半の部分は u�� 	 	 	 � unが基本系をなすので �になり，式 �
��
�b�の最後の式が得らる．

式 �
��
�b�から v�iを Cramer公式で求め，これを xで積分すれば

vi�x� �

Z x
i���r���


���
d�

ただし


�x� �

										

u� u� � � � un

u�� u�� � � � u�n

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

u

n���
� u


n���
� � � � u


n���
n

										
�


i�x� �

													

u� � � � ui�� � ui�� � � � un

u�� � � � u�i�� � u�i�� � � � u�n

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

u

n���
� � � � u


n���
i�� � u


n���
i�� � � � u


n���
n

u

n���
� � � � u


n���
i�� � u


n���
i�� � � � u


n���
n

													
これより求める特解 u�x�は次のようになる．

u�x� �

nX
i��

ui�x�

Z x
i���r���


���
d� �

Z x
i�x� ��r���


���
d� �
��

�
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ただし


�x� �� �

nX
i��

ui�x�
i��� �

													

u���� u���� � � � un���

u����� u����� � � � u�n���

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

u

n���
� ��� u


n���
� ��� � � � u


n���
n ���

u��x� u��x� � � � un�x�

													
特に 
階微分方程式の場合には

v� � �
Z xu����


���
r���d�� v� �

Z xu����


���
r���d�

ただし 
���は基本解 u�� u�のロンスキー行列式である．

可換線形演算子


階微分方程式 �
�����の演算子 Lが因数に分解できるものとする．

�
D���

��
D���

�
u � � �
��
��

ただし ��� ��は xの関数で，

����� � p� ������
�

� � q

から決定される．
�
D���

�
u � �の一般解は与えられた方程式 �
�����の解であるが，

�
D���

�
u � �の一

般解は通常 式 �
�����を満足しない．しかし式 �
��
��の演算子が可換 すなわち

�
D���

��
D���

�
�
�
D���

��
D���

�

ならば，
�
D���

�
u � �の一般解も式 �
�����の解になる．式 �
��
��の演算子が可換であるための必要十

分条件は次のようになる．

����x� � ����x�

定係数を持つ線形常微分方程式�基本系

初めに同次微分方程式

F �D�u � �
a��a�D � � � �� an��D

n�� �Dn
�
u � � �
��
��

について考える．D � d�dx，a�� a�� 	 	 	 � an��はここでは定数である．この方程式に関する �の n次代数

方程式

F ��� � a��a��� � � �� an���
n�� � �n � � �
��
��

は特性方程式 �characteristic equation�といわれる．
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特性方程式が異なる実根 ��� ��� 	 	 	 � �nを持つ場合には，式 �
��
��の演算子は次のように因数に分解

することができる．

F �D� � �D�����D���� � � � �D��n�

因数D��i� �i � �� 	 	 	 � n�は可換であるから，�D��i�u � �の解 ci exp�ixはすべて式 �
��
��の解でも

ある．したがって式 �
��
��の一般解は，その特性方程式が異なる実根を持つ場合には次のようになる．

u � c�e
��x�c�e

��x � � � �� cne
�nx �
��
	�

なお exp�ix� �i � �� 	 	 	 � n�が基本系であることは，そのロンスキー行列式が �にならないことから明ら

かである．

特性方程式 �
��
��が共役複素根 �r�s � �� i
を持つ場合には，式 �
��
��の一般解のこの共役複素根

に対応する部分は次のように書くこともできる． i �
p��

cre
�rx � cse

�sx � e�x�c� cos
x�c� sin
x� � c�e
�x cos�
x��� �
��

�

ただし c� � �c�
��c�

������ � � tan���c��c��．

式 �
��
��が p重根 ��を持つ場合には，重複因数の方程式 �D����pu � �の一般解を求めなければなら

ない．この方程式の１つの解は u � ce��xである．この方程式の一般解は，未定関数 v�x�を用い u � ve��x

のように置き，これを重複因数方程式に代入することによって求められる��．

�D����pe��xv � �D����p��e��xDv � � � � � � � � e��xDpv � �

これより未定関数 vは xの p��次多項式になり，重複因数方程式の一般解は次のようになる．

u � �c��c�x� � � �� cp��x
p���e��x �
��
��

この解は次の方法で求めることもできる．微分方程式の係数 a�� a�� 	 	 	 � an��のいくつかを動かせば一

般に解 u�x� ���の �� も動くことになる．いま特性方程式が重根を持ち �� � �� とする．このときに微

分方程式の係数をごくわずか動かせば，一般に ��と ��は元の値からごくわずかに動くと同時に異なる値

をとることになる．このことから重根を持つ場合には１つの解は u�x� ���，残りの解は，解の �次結合も

解であるから，lim����

�
u�x� ����u�x� ���

�
�
� �

�
�u�x� �����

�
����

から求ることができる．ただし


� � �����である．p重根の場合には係数を動かすことにより p重解 u�x� ���は一般に p個のものに分

かれるから，上と同様にしてこの場合に不足する p��個の解は次式から求められる．
h�u�x� ��

��

i
����

� � � � �
h�p��u�x� ��

��p��

i
����

この手法を上記の１つの解が e��xの場合に適用すれば
			 �
��

e�x
			
����

� xe��x� � � � � � � �
			 �p��
��p��

e�x
			
����

� xp��e��x

となる��．なおこの手法は定係数の方程式に限らず適用できる．
�	これは定数変化法の考え方と同じである．

�D���ve�x � v�e�x�e�xDv��ve�x � e�xDv

��ここに述べたことを例をあげて説明すれば，常微分方程式 u����u��u � �の場合には，特性方程式は重根 �を持ち，１つの解は exにな
る．またこれに近い方程式u����u�����u � �の解は e���xと e��xになる．これら２つの解の �次結合 �e���x�e��x���� � ex�sinh ��x����
は xex に近いもので，係数���を �に近づければこの解の � 次結合は xex に限りなく近づく．
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定係数を持つ線形常微分方程式�特解

非同次微分方程式

F �D�u � f�x� �
��
��

の余関数が知られているときに特解は定数変化法によって求めることができる．定数変化法については既

に述べたのでここには一つの例をあげるにとどめる．

例 　u
����u � f�x�の一般解を求めよ．

特性方程式 �� �� � �の根は � � ��� i．したがって基本系は u � e�x cosx� e�x sinxとなる．特解は

ロンスキー行列式
�x� � �
定数になり，
�x� �� � �
�� sinh�x��� cos�x��� � cosh�x��� sin�x����．一

般解は

u�x� � �c�e
x�c�e

�x� cosx� �c�e
x�c�e

�x� sinx

�
�

�

Z x

�

�� sinh�x��� cos�x��� � cosh�x��� sin�x����f���d�
f�x�が特別の形をしている場合には，特解は記号法によって簡単に求めることができる．Dの逆演算子，

不定積分を D��で表す．D��は任意定数 cを含むがこれは余関数に含まれるので特解には含めない．同様

にDp� D��� �D���p� F �D�の逆演算子をそれぞれ D�p� �D������ �D����p� F���D�のように表す．ま

たこの場合の任意要素 c��c�x� � � �� cp��x
p��� ce�x� e�x�c��c�x� �� cp��x

p���も既に余関数として勘

定されているので特解には含めない．

�a� f�x� � ekx，k：定数

�D���ekx � �k���ekxであるから，�D�����ekx � �k�����ekxとなる��．同様にして �D������ � � �
�D��p���ekx � �k������ � � � �k��p���ekx ，�D����pekx � �k����pekx．
したがって F �k� �� �の場合のには，特解は

u � F���D�ekx �
�

F �k�
ekx

となる．この式で kを純虚数と考えれば f�x� � cos
x� sin
xの特解，また kを複素数と考えれば f�x� �

e�x cos
x� e�x sin
xの特解を求めることができる．

次に F �k� � � の場合には，k が単根ならば F ��k� �� �，k が m 重根ならば F �k� � F ��k� � � � � �
F 
m����k� � �� F 
m��k� �� �である．F �D�ekx � ekxF �k�の両辺を kに関して m階微分すれば

F �D�xmekx � ekx
�
xmF �k��

�
m
�

�
xm��F ��k� � � � �� F 
m��k�

�
� ekxF 
m��k�

したがってこの場合の特解は

u � F���D�ekx �
xmekx

F 
m��k�

例 　u���
au��b�u � A sin�t� �a� � b��の一般解 u�t�を求めよ．

余関数は

uc�t� � e�at
�
c�e

i��t�c�e
� i��t

�
� ce�at cos���t���

��まず �D����� を左から演算すれば ekx � �k����D�����ekx，次に定数 �k���で割算する．
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ただし �� �
p
b��a�．また特解は��

up�t� �
A sin�t

D��
aD�b�
� I

h Ae i�t

D��
aD�b�

i
� I

h Ae i�t

� i����
a i��b�

i

� A
�b����� sin�t�
a� cos�t

�b��������
a��� � A
�
�b��������
a�������� sin��t� ��

ただし � � tan��
�

a���b������．

�b� f�x� � ekx��x�

�D����ekx�� � ekx�D�k����であるから，�D�����ekx��x� � ekx�D�k�������x�となる��．同様

に �D������ � � � �D��p���ekx��x� � ekz�D�k������ � � � �D�k��p�����x�．この場合に特解は

u � F���D�ekx��x� � ekxF���D�k���x�

から求められる．

�c� f�x� � xn

この場合の特解は，F�����の n��項までの展開を b��b�� � � � �� bn�
nとすれば

u � F���D�xn � �b��b�D � � � �� bnD
n�xn

から求められる．

例 　�D� � 
D��D��u � x���の一般解 u�x�を求めよ．

余関数は uc�x� � c��c�x��c��c�x�e
x，特解は

up�x� �
�

D����D��
�x���� � D�����
D��D���D��� � � ��x����

�

ZZ
�x���x���dx� �

�

�

x��x���x����

�d� 求積法による特解の決定

F �D�が重複因数を持たないものとし部分分数に分解する．

F���D� �

nX
r��

�r
D��r

したがって特解は不定積分を行うこと，すなわち求積法 �quadrature�によって求めることができる．

u �
nX

r��

�r
D��r f�x� �

X
�re

�rxD��e��rxf�x� �
X

�r

Z x

e�r
x�t�f�t�dt

この積分の下限は任意で良い．それは下限の差による部分は余関数に含まれるからである．

�
Rは以下の式の実部，Iは虚部を取る記号である．
��この式は元の式を参考に，ekx� � ekx�D�k����D�k������ � �D���ekx�D�k������，この式の左から �D����� を
演算すれば導出できる．
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F �D�が因数 �D���pを含む場合にはその部分の部分分数は
pX

r��


r
�D��r�r

となり，その特解への寄与分は
pX

r��


r
�D��r�r f�x� �

X

re

�xD�re��xf�x� �
X


r

Z xZ t

� � �
Z t

e�
x�t�f�t�dtr

例 　u����u��
u � logx� �x � ��の一般解 u�x�を求めよ．

余関数は uc�x� � c�e
�x�c�e

��x，また特解は次のようになる．

up�x� � �D���D�
��� logx �
� �

D��
� �

D�


�
logx

�

D��
logx � e��x

Z x

�

e�t log t dt �
e��x

�

�
e�x logx�

Z x

�

e�t

t
dt
�

この定積分は積分指数関数と呼ばれるもので初等関数で表すことはできない．その値は数値積分によって

容易に求められる．

オイラーの線形常微分方程式

オイラーの方程式は

�
a��a�xD � � � �� an��x

n��Dn���xnDn
�
u � f�x� �
�����

のように書かれる．a�� a�� 	 	 	 � an��は定数である．式 �
�����の独立変数 xを x � ezのように置き 独立

変数 zの方程式に書換える．
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dx
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d

d lnx
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x�D� � x�
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d
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d�

dz�
� d

dz
� �D� �D���

	 	 	 	 	 	

xnDn � �D� �D��� � � � � �D�n���

式 �
�����は，これらの関係を用いれば 次の定係数を持つ線形微分方程式になる．

F � �D�u � �
a���a

�

�
�D � 	 	 	� a�n�� �D

n��� �Dn
�
� f�ez�

微分方程式

�
a��a��px�q�D � � � �� an���px�q�

n��Dn����px�q�nDn
�
u � f�x�

ただし p� qは定数，も �px�q� � ezと置けば 上と同様にして定係数を持つ微分方程式に変換できる．

例 　球座標のラプラス方程式

�

�r
�r�ur� �

�

sin �

�

��
�sin �u�� �

�

sin� �
u		 � �



�
 　　　　　　境 界 値 問 題 　　　　　　

の基本系を求めよ．

ここではこの問題を変数分離法で解く．解を u � R�r���������と置き，上式に代入すれば

�

R

�

�r
�r�R�� �

�

�

�

��

�
��� �����

�
�

�

����
���

�
� �

ただし � � cos �� �� � ��������である．ここで

�

R

�

�r
�r�R�� � n�n��� � � �

�

�

��

�
��� �����

�� �

����
���

�

と置けば

r�R���
rR��n�n���R � �

これはオイラーの方程式で，r � ez� D � d�dzと置けば，
�
D��D�n�n���

�
R � �，�����n�n��� �

���n������n� � �，� � n� �n��，この方程式の解は R�r� � rn� r�n��となる．

次に

�������
n �

�

�

��

�
��� �����

�
�n�n���

o
� �m� �

���

�

と置けば

����������
����
n
n�n���� m�

����
o
� � �

����m�� � �

上の式はLegendreの陪微分方程式として知られるものでその解はLegendreの陪関数���� � Pm
n ���� Qm

n ���

で与えられる．また下の式の解は ���� � cosm�� sinm�となる．

このような解法の研究は 
�世紀初頭に盛んに行われ，それらの成果は例えば H� Bateman� Partial Dif�

ferential Equations of Mathematical Physics� ���
� Cambridge University Press�などに詳しい．筆者はコ

ンピュータの普及した現時点においてこのような解法を学ぶことは不要と考えるものである．かつての理

論的研究は解ける問題を探して解くものであったが，今は解かなければならない問題をコンピュータを利用

して解かなければならない．


